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基于正解过程的Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束指向控制精度分析
张鲁薇，王卫兵，王　 锐，王挺峰，郭　 劲

（中国科学院长春光学精密机械与物理研究所激光与物质相互作用国家重点实验室，吉林长春　 １３００３３）

摘要：为了获得Ｒｉｓｌｅｙ棱镜系统光束指向控制精度指标设计及性能提升的依据，对系统光束指向控制精度随轴系角度测
量精度的非线性变化规律进行了研究。首先，以一级近轴近似矢量合成模型为基础，采用正解方法根据双棱镜方位推导
了出射光束指向的解析表达式；然后，结合单自由度轴系伺服控制经验，通过泰勒级数展开的方式推导出了光束指向控
制精度与轴系角度测量精度之间的非线性解析表达式，并由此获得了界定限判据；最后，分别对小偏向角系统和大偏向
角系统进行了仿真分析，获得了光束指向控制精度在全视场区域内的变化情况。结果表明，本文研究所得的非线性解析
式描述了影响系统光束指向控制精度诸多因素之间的相互关系，能够为Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束指向系统的设计及整体性能的
优化提供依据。
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１　 引　 言
　 　 Ｒｉｓｌｅｙ棱镜由两个共轴相邻排列的棱镜组
成，两个棱镜绕着共同轴独立旋转实现光束在锥
角区域内的任意偏转［１］。相较于传统的两轴、三
轴式光束转向机构，Ｒｉｓｌｅｙ棱镜具有结构紧凑、响
应快、指向精度高、环境适应性好等优势，因而在
激光通信、激光雷达、光学稳像、搜索与跟踪、激光
三维成像等领域具有广阔的应用前景［２５］。根据
操作对象的不同，Ｒｉｓｌｅｙ棱镜的应用主要可以分
为光束偏转和视轴偏转两大类［６］。美国已有多
家研究机构研制出了用于机载激光通信、扫描与
跟踪等应用的光束指向控制机构，国内国防科技
大学研制出了同时具备光束扫描和步进成像两种
工作模式的双旋转棱镜样机［７］。

目前，对于Ｒｉｓｌｅｙ棱镜系统的研究主要集中在
光束指向机制、扫描模式、精密控制、成像特性、误
差分析等方面。在光束指向机制方面，Ｊｅｏｎ等
人［８１４］对于如何获得正向问题与反向问题的近似
解与精确解进行了探讨；在扫描模式方面，Ｇｅｒａｌｄ Ｆ
等人［１５１７］主要研究基于棱镜结构、旋转速度和棱镜
初始位置等参数产生不同的扫描轨迹以及如何根
据实际应用需求进行扫描模式的选择和优化；在精
密控制方面，Ｓａｎｃｈｅｚ Ｍ等人［１８２０］主要研究伺服控
制策略的设计及优化以实现棱镜的高效精密回转
控制；在成像特性方面，ＬＩ Ａ等人［２１２３］对Ｒｉｓｌｅｙ棱
镜引起的光束变形、像差等问题以及如何优化成像
性能开展了研究；在误差分析方面，ＺＨＡＯ Ｙ等
人［２４２５］主要针对器件自身误差、棱镜方位误差、装
调误差等误差源对光束指向精度的影响进行了相
关分析。上述研究为Ｒｉｓｌｅｙ棱镜系统性能的提升
及其应用领域的扩展提供了理论依据和方法引导。

光束指向控制精度是评价Ｒｉｓｌｅｙ棱镜系统性
能的核心指标。然而，目前对于如何设计该指标
以及如何综合多因素从整体上对该性能进行优化
缺乏相关的理论依据。为了解Ｒｉｓｌｅｙ棱镜系统最
终的光束指向控制精度和保精度控制的范围，本

文针对光束指向控制精度与轴系角度测量精度之
间的非线性关系展开了研究，目前这部分研究内
容还未有文献涉及。

本文以一级近轴近似矢量合成正解分析为基
础，结合轴系伺服控制经验，推导出了光束指向控
制精度的非线性解析式及界定限判据，同时对小
偏向角系统和大偏向角系统进行了仿真。

２　 光束指向矢量合成理论
２．１　 物理模型

根据棱镜对光束的偏转原理可知，单个棱镜
旋转时将使光束沿等顶角圆锥面成圆周扫描。而
当两块棱镜共轴相邻排列组成Ｒｉｓｌｅｙ棱镜时，通
过两块棱镜独立旋转，可使光束在一定顶角的圆
锥面内沿任意方向扫描。当满足一级近轴近似条
件时，其扫描的圆锥面半顶角大小为两块单棱镜
光束偏向角之和。

图１所示的三维空间Ｒｉｓｌｅｙ棱镜对光束的偏
转对应的平面矢量投影如图２所示。Ｒｉｓｌｅｙ棱镜
一级近轴近似矢量合成方法分析如下，其中，δ１
代表棱镜１偏向角，δ２ 代表棱镜２偏向角，Φ和
Θ分别代表δ１和δ２矢量合成后的偏转角和方位
角。起始位置为θ１ ＝ ０，θ２ ＝ ０，此时Φ为最大值，
方向为正δｘ。

图１　 Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束偏转三维示意图
Ｆｉｇ． １　 ３Ｄ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｅａｍ ｓｔｅｅｒｉｎｇ ｆｏｒ Ｒｉｓ

ｌｅｙ ｐｒｉｓｍｓ

２．２　 一级近轴近似矢量合成正解分析
一级近轴近似是基于近轴条件下的薄棱镜近
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图２　 Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束偏转平面矢量投影示意图
Ｆｉｇ． ２　 ２Ｄ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｅａｍ ｓｔｅｅｒｉｎｇ ｆｏｒ Ｒｉｓｌｅｙ ｐｒｉｓｍｓ

似。在该近似条件下，认为棱镜对光束的偏向角
只与棱镜的顶角和折射率有关，因此棱镜１和棱
镜２对光束的偏向角大小可分别表示为：

｜ δ１ ｜ ＝ Ａ１（ｎ１ － １）， （１）
｜ δ２ ｜ ＝ Ａ２（ｎ２ － １）， （２）

式中，Ａ１、Ａ２分别为棱镜１、棱镜２顶角，ｎ１、ｎ２ 分
别为棱镜１、棱镜２折射率。

偏转角Φ矢量在坐标系Ｏδｘδｙ下的分量为：
ΦＸ ＝｜ δ１ ｜ ｃｏｓ θ１ ＋｜ δ２ ｜ ｃｏｓ θ２， （３）
ΦＹ ＝｜ δ１ ｜ ｓｉｎ θ１ ＋｜ δ２ ｜ ｓｉｎ θ２ ． （４）

　 　 偏转角Φ和方位角Θ大小分别为：
｜ Φ ｜ ＝ Φ２Ｘ ＋ Φ

２槡 Ｙ ＝

｜ δ１ ｜
２ ＋｜ δ２ ｜

２ ＋ ２ ｜ δ１ ｜ ｜ δ２ ｜ ｃｏｓ（θ１ － θ２槡 ），
（５）

ｔａｎ（｜Θ ｜）＝ ΦＹ
ΦＸ
＝
｜ δ１ ｜ ｓｉｎ θ１ ＋｜ δ２ ｜ ｓｉｎ θ２
｜ δ１ ｜ ｃｏｓ θ１ ＋｜ δ２ ｜ ｃｏｓ θ２

．

（６）
　 　 为了便于分析，进一步假设两块棱镜具有相
同的顶角和材料，因此有：

Ａ ＝ Ａ１ ＝ Ａ２， （７）
ｎ ＝ ｎ１ ＝ ｎ２， （８）

｜ δ ｜ ＝｜ δ１ ｜ ＝｜ δ２ ｜ ＝ Ａ（ｎ － １）． （９）
　 　 由此可知其对应的偏转角Φ和方位角Θ仅
与两块棱镜的旋转角度θ１，θ２ 有关，可分别简
化为：

｜ Φ ｜ ＝｜ δ ｜ ２［１ ＋ ｃｏｓ（θ１ － θ２槡 ）］＝
２ ｜ δ ｜ ｃｏｓ

θ１ － θ２
２( ) ， （１０）

ｔａｎ（｜Θ ｜）＝ ｓｉｎ θ１ ＋ ｓｉｎ θ２ｃｏｓ θ１ ＋ ｃｏｓ θ２
＝ ｔａｎ

θ１ ＋ θ２
２( ) ．
（１１）

　 　 推导式（１１）过程中，可以发现Ｒｉｓｌｅｙ棱镜系
统全区域控制过程中存在奇异点，数学描述为：

ｃｏｓ
θ１ － θ２
２( ) ＝ ０． （１２）

　 　 结合实际考虑棱镜１和棱镜２独立可旋转的
范围均为θ１，θ２∈［－π，π］，则存在奇异点：

θ１ － θ２ ＝ ± π． （１３）
　 　 其对应的物理意义为当棱镜１和棱镜２斜面
平行放置时，即光束经过Ｒｉｓｌｅｙ棱镜指向不偏转
处为控制的奇异点，如图３所示。

图３　 奇异点：光束不偏转
Ｆｉｇ． ３　 Ｎｏ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｃｏｍｉｎｇ ｂｅａｍ ａｔ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕ

ｌａｒｉｔｙ

３　 光束指向控制精度分析
３．１　 单自由度轴系伺服控制精度分析

根据电机伺服控制系统工程经验可知，对于
具体系统，通过闭环伺服控制算法设计可获得一
定的闭环伺服控制系统带宽，进而可对一定的运
动信号达到要求的保精度控制。Ｒｉｓｌｅｙ棱镜一般
采用电机直驱传动形式来控制光束指向。轴系的
闭环控制是决定Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束指向精度的重要
因素。轴系的闭环控制精度一般与运动信号状
态、系统装配误差、控制系统误差等因素相关，须
结合实际系统进行具体分析。轴系闭环控制精度
的理论极限为轴系角度测量精度，探讨轴系角度
测量精度与光束指向控制精度的关系，具有更为
普遍的研究价值。以此为依据，结合Ｒｉｓｌｅｙ棱镜
工作特点，本文开展了轴系角度测量精度与光束
指向控制精度关系的相关研究。
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３．２　 Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束指向控制精度分析
通过对式（１０）、式（１１）数学求导可间接获得

Ｒｉｓｌｅｙ棱镜旋转过程中轴系角度测量精度对光束
指向控制精度的影响。上面讨论已经对Ｒｉｓｌｅｙ棱
镜做了简化约束，即认为δ只与棱镜顶角和折射
率有关，而与入射角度和棱镜方位无关。因此光
束指向控制精度只与棱镜１和棱镜２的旋转角度
θ１和θ２有关。如果选择单一变量θ１或θ２进行研
究，可分别获得其对光束指向控制精度的影响规
律，但是需要采用分步遍历的方式进行分析，较为
复杂，且独立分析θ１ 和θ２ 对光束指向控制精度
的影响不利于整体规律的揭示。

考虑到上述原因，为同时获得棱镜１和棱镜
２轴系角度测量精度Δθ１和Δθ２与光束偏转指向
控制精度Δ ｜Φ ｜之间的关系，本文对｜Φ ｜进行泰勒
级数展开，如下所示：

｜Φ（θ１ ＋ Δθ１，θ２ ＋ Δθ２）｜ ＝
｜Φ（θ１，θ２）｜ ＋ Φθ１Δθ１ ＋

Φ
θ２
Δθ２ ＋

１
２
２Φ
θ２１
Δθ２１ ＋

１
２
２Φ
θ２２
Δθ２２ ＋

２Φ
θ１θ２

Δθ１Δθ２ ＋…． （１４）
　 　 由于轴系角度测量精度Δθ１和Δθ２为小量，
因此可以忽略高阶项，从而得到：

Δ ｜ Φ ｜ ＝｜ Φ（θ１ ＋ Δθ１，θ２ ＋ Δθ２）｜ －
｜ Φ（θ１，θ２）｜ ＝ Φθ１Δθ１ ＋

Φ
θ２
Δθ２ ． （１５）

　 　 根据式（１０）求得Φ
θ １
和Φ
θ ２
后，最终得到

Δ ｜ Φ ｜ 与Δθ １和Δθ ２之间满足如下关系式：
Δ ｜ Φ ｜ ＝ ± ２ ｜ δ ｜ ｓｉｎ

θ１ － θ２
２( ) Δθ１ － Δθ２２( ) ．

（１６）
　 　 根据式（１１）可知，光束方位角Θ与两块棱镜
的旋转角度θ１和θ２的关系为｜Θ ｜ ＝

θ１＋θ２
２
，因此容

易得到Δ ｜Θ ｜与Δθ１和Δθ２的关系式

Δ ｜ Θ ｜ ＝
Δθ１ ＋ Δθ２
２

． （１７）
　 　 假设两棱镜完全相同，其旋转角度测量精度

均为Δθ，因此可以得到如下不等式：
Δ ｜ Φ ｜≤ ２ ｜ δ ｜ ｓｉｎ

θ１ － θ２
２( ) Δθ，（１８）

Δ ｜ Θ ｜≤ Δθ． （１９）
　 　 从式（１８）可知偏转指向控制精度Δ ｜Φ ｜与
Δθ的关系取决于棱镜１和棱镜２旋转角度偏差
（θ１－θ２）和单个棱镜光束偏向角δ的大小。在不
同区域偏转指向控制精度或低于或高于轴系角度
测量精度，其界定限取决于：

２ ｜ δ ｜ ｓｉｎ
θ１ － θ２
２( ) ＝ １． （２０）

　 　 根据式（２０）及式（１０），可知界定限所对应的
视场区域为圆，且在全视场范围内，在任一以视轴
中心为圆心的圆周上每一点具有相同的光束指向
控制精度。

从式（１９）可知Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束方位指向控
制精度Δ ｜Θ ｜与角度传感器测量精度Δθ相同，由
于两者关系简单直观，因而在下文中不再对Δ ｜Θ ｜
与Δθ关系展开详细讨论。

４　 光束指向控制精度仿真分析
４．１　 仿真计算

光束偏转指向控制精度与单棱镜对光束的偏
向角有关，因此分为小偏向角系统和大偏向角系
统两种情况进行讨论分析。大偏向角系统不满足
近轴近似条件，与小偏向角系统相比，采用上述方
法计算光束指向控制精度会存在一定的偏差，但
不影响大偏向角系统光束指向控制精度整体规律
的描述。
４．１．１　 小偏向角系统

设定棱镜顶角１５°，材料为ｋ９（在５５０ ｎｍ处
折射率为１．５１８ １０），根据式（９）计算可得｜ δ ｜ ＝
０．１３６ ｒａｄ。

根据式（１８）绘制Δ ｜Φ ｜
Δθ
随（θ１ －θ２）非线性变

化的关系曲线如图４所示（奇异点除外）。
从图４可以看出，Δ ｜Φ ｜

Δθ
随（θ１ －θ２）按照正弦

曲线变化，在视轴中心附近区域（视轴中心为奇
异点）光束偏转指向控制精度最差，而在视场边
缘处指向控制精度最佳。由于偏向角较小，整个
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图４　 小偏向角系统Δ ｜Φ ｜
Δθ
随（θ１ －θ２）变化曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ Δ
｜Φ ｜
Δθ

ｗｉｔｈ （θ１ －θ２）ｉｎ ｓｍａｌｌ ｄｅｆｌｅｃ
ｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ ｓｙｓｔｅｍ

视场范围内光束偏转指向控制精度都优于轴系角
度测量精度，从而可知，对于小偏向角系统，在全
视场区域内可以获得较高的光束指向控制精度。
４．１．２　 大偏向角系统

棱镜顶角１５°，材料为Ｇｅ（在４ μｍ处折射率
为４．０２５ ０６），此时｜ δ ｜ ＝ ０．７９２ ｒａｄ，获得Δ ｜Φ ｜

Δθ
随

（θ１－θ２）的非线性变化曲线如图５所示（奇异点
除外）。

图５　 大偏向角系统Δ ｜Φ ｜
Δθ
随（θ１ －θ２）变化曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ Δ
｜Φ ｜
Δθ

ｗｉｔｈ（θ１ －θ２）ｉｎ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ａｎｇｌｅ ｓｙｓｔｅｍ

根据图５中实际变化曲线与界定限的交点，
通过计算可获得Ｒｉｓｌｅｙ棱镜系统工作过程中光束
偏转指向控制精度或低于或高于轴系角度测量精
度的相应视场区域。由于该曲线关于θ１ －θ２ ＝ π
对称，而θ１－θ２ ＝ ａ与θ１ －θ２ ＝ ２π－ａ实际对应的视

场区域一致，因而只对图５中的（θ１ －θ２）∈［０，π）
部分展开讨论。

根据式（２０）和式（１０），求得界定限对应θ１ －
θ２ ＝ １．３６７ ｒａｄ，界定限处光束指向偏转角为｜Φ ｜ ＝
１．２２８ ｒａｄ。

根据上述计算结果，绘制图６，从图中可以看
到视轴中心为奇异点，圆锥半角为１．２２８ ｒａｄ区域
内光束偏转指向控制精度低于轴系角度测量精
度。而在圆锥半角为１．２２８ ｒａｄ至１．５８４ ｒａｄ范围
内所对应的视场区域光束偏转指向控制精度高于
轴系角度测量精度。

图６　 界定限所对应的视场区域
Ｆｉｇ． ６　 Ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｖｉｅｗ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｄｉｖｉｄｉｎｇ ｌｉｎｅ

４．２　 分析讨论
从上述仿真计算结果可以看出，不同的Ｒｉｓ

ｌｅｙ棱镜光束指向系统具有不同的光束指向控制
精度。小偏向角系统的光束指向控制精度整体上
优于大偏向角系统。式（１８）实际是一个对系统
光束指向控制精度有影响的诸多因素相互关联的
关系式，包括折射率、棱镜顶角、轴系角度测量精
度等。通过式（１８）和式（１９），可以获得全视场区
域内光束指向控制精度，为Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束指向
系统设计时的性能指标提供参考。此外，可以获
得光束指向控制精度在整个视场区域内的非线性
变化情况以及相关影响因素，以此为依据对系统
进行设计和优化。

本文所讨论的光束指向控制精度为理论极
限，在实际工程应用中，可以针对具体系统的特
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性，设定合理的系数，获得适用于实际系统的光束
指向控制精度，也可以根据实际系统性能要求设
计界定限判据来获得相应的保精度控制范围。

５　 结　 论
本文针对Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束指向系统的非线性

工作特点，基于一级近轴近似矢量合成模型及正

解分析方法，并结合伺服控制系统经验，通过进一
步数学处理，获得了光束指向控制精度与轴系角
度测量精度之间的非线性解析表达式。此外，针
对小偏向角系统和大偏向角系统分别进行了仿真
计算分析。本文研究结果为Ｒｉｓｌｅｙ棱镜光束指向
控制精度指标的设计提供了理论依据，也为光束
指向系统的设计和优化提供了指导，具有一定的
工程实用价值。
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