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Abstract:  A  differential  generalized  Jones  matrix  method  (dGJM)  was  recently  introduced  by  Ortega-
Quijano and colleagues to derive the GJM for modelling uniaxial and biaxial crystals with arbitrary orienta-
tions in laboratory coordinate systems. Later, we propose an eigen generalized Jones matrix method to simu-
late the phase and polarization of fully polarized light propagating in an anisotropic crystal when the optical
axis orientations and light directions are both arbitrary. In our method, we use physics that are equivalent in
principle to those of Ortega-Quijano, but we use a modified mathematical technique. We introduce the eigen
generalized Jones matrix in the intrinsic coordinate system to precisely calculate the phase and polarization of
the light,  which overcomes the limitations of the differential generalized Jones matrix method. The simula-
tion results indicate that our method can be used to calculate the polarization distribution, regardless of how
the light beam and optical axis positioned, or whether the light beam has a vortex.
Key words: eigen general Jones matrix method; phase and polarization; anisotropic crystal; vortex

本征广义琼斯矩阵方法
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摘要：为了描述完全偏振光在非线性晶体中传播时的偏振态及相位变化，本文基于 Ortega-Quijano等人在推导非线性晶

体的广义琼斯矩阵时采用的微分广义琼斯矩阵方法，提出了本征广义琼斯矩阵方法。与微分广义琼斯矩阵方法相比，本
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征广义琼斯矩阵方法使用了更精确的数学技巧，在描述光在非线性晶体中传播的物理过程上更为严谨。解决了微分广

义琼斯矩阵不能计算斜入射光或者光轴与实验室坐标不重合时光的偏振变化的问题。首先，根据折射率椭球方程和光

的入射方向，计算出非线性晶体中本征光的传播方向和折射率。然后，给出了本征光的本征广义琼斯矩阵。最后，计算

了本征光的偏振态和相位变化。本文使用本征广义琼斯矩阵对带有一个奇点的涡旋光在 KDP晶体中的传播情况进行

模拟计算，计算结果表明，本征广义琼斯矩阵方法能够描述任意入射角度、任意光轴方向的完全偏振光在非线性晶体中

的传播过程。

关    键    词：本征广义琼斯矩阵方法；偏振和相位；非线性晶体；涡旋光
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1    Introduction

Jones  calculus  is  a  simple  and general  method
for  modelling  several  optical  phenomena,  such  as
those  of  liquid  crystal  displays[1-2], diffraction   grat-
ings[3],  Šolc  filters[4-6],  holographic  imaging[7-8],
quantum communication [9] in classical and quantum
optical  fields,  radio  telescope  image  calibrators[10],
radio  polarimeters[11]  in  astronomical  observation,
human  retinal  imaging  [12],  human  brain  tissues[13],
and  biological  specimens[14]  in the  biomedical   ima-
ging.  Moreover,  when  applied  in  three  dimensions,
the Jones vector changes into the generalized Jones
vector[15] and can be used to describe light propagat-
ing through a high-numerical-aperture focus lens[16],
light  interacting  with  nanoparticles[17],  and  optical
coherence tomography[18].

Jones matrix calculus was first proposed by R.
Clark  Jones  in  the  1940s  to  describe  the  change  in
phase and polarization in a matrix or in vector forms
for  media  or  light[19].  It  is  a  basic  and  widely  used
calculation method for describing the polarization of
light  transmitting  in  media.  However,  it  has  only
been applied to normally or paraxially incident light.
Zhang et al.  introduced a Generalized Jones Vector
(GJV), also called a 3D Jones vector to describe the
polarization effect of light and optical media or sys-
tems[20-24]. Yeh et al. extended the method to treat the
transmission of off-axis light through an anisotropic
medium with an arbitrary optical axis orientation[25].
Azzam et al. invented the Generalized Jones Matrix
(GJM) to describe the interaction between the fully

polarized  beam  and  its  linear  transformations  in
three  dimensions[26].  Recently,  Ortega-Quijano  and
colleagues  proposed  the  differential  Generalized
Jones Matrix (dGJM) method to derive the GJM to
model  uniaxial  and  biaxial  crystals  with  arbitrary
orientations[27-28]. However, our repeated and precise
calculations  showed  that  the  dGJM  method  is  not
applicable  to  samples  with  an  arbitrary  optical  axis
orientation  or  when  the  light  is  obliquely  incident.
The  reason  for  this  limitation  is  that  the  dGJM
method tries  to  get  the  GJM  of  an  arbitrarily   ori-
ented anisotropic  crystal  in  the  laboratory   coordin-
ate system through the rotation of the GJM consist-
ing  of  the  principle  index  in  principle  coordinate
system. However, when the light has oblique incid-
ence,  the  principle  index should  be  replaced by the
eigen refraction index, which can be calculated with
the  n-face  equation  of  the  crystal  and  the  direction
of the beam in the principle coordinate. Meanwhile,
the  eigen  refraction  index  can  be  used  to  calculate
the  phase  difference  of  the  two  eigen  polarization
lights.

In this paper, we propose a new method for cal-
culating the  phase  and  polarization  of  fully   polar-
ized light  propagating  in  an  arbitrarily  oriented  an-
isotropic crystal. The method overcomes the limita-
tions of the dGJM method. In Sec. 2, an eigen Gen-
eralized Jones Matrix (eGJM) is derived that can be
used  in  uniaxial  and  biaxial  crystals.  In  Sec.  3,  the
eGJM is extended to describe the light refraction in
the  crystal  interface.  Then,  we  use  the  proposed
method  to  simulate  the  polarization  distribution  of
the cross-section for a light beam with a vortex and
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compare the  results  to  an  image  obtained  in  an  ex-
periment[29-30].  The  results  demonstrate  that  our
method is effective.

2    Eigen generalized Jones matrix me-
thod

2.1    Eigen generalized Jones matrix method
To  overcome  the  limitations  of  the  dGJM

method, three coordinate systems are necessary: the
laboratory  coordinate  system  (S),  which  describes
the position  of  the  crystal;  the  principal  axis   co-
ordinate system (Z), which describes the orientation
of the optical axis; and the eigen coordinate system
(B),  which  describes  the  direction  of  the  polarized
beam's. In addition, only one eigen coordinate system
is required when the light beam transfers in the crys-
tal  without  any  refraction  and  that  only  two  eigen
coordinate systems  are  required  for  the  two   differ-
ent  wave  vectors.  These  coordinates  are  illustrated
in Fig. 1 (color online).

We  define  the  rotation  relationship  between
them as Z=TZS and B=TBS, where TZ and TB are the

rotation  matrices,  which  can  be  calculated  using
Euler rotation matrix theory.

To  obtain  the  eigen  dGJM,  we  first  calculate
the eigen indices n1 and n2 from Eq. (1) and Eq. (2)
using the principal coordinates:

Ki = TZ k, （1）

n4(Kix
2
+Kiy

2
+Kiz

2)(Kix
2nx

2+Kiy
2ny

2+Kiz
2nz

2)
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2(ny
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2ny
2(nz

2+nx
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2ny

2nz
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where  n  is  the  refractive  index, Ki  is  the  principal
wave  vector,  and nx, ny  and nz  are the  principal   in-
dices  of  the  crystal.  Eq.  (1)  is  used  to  rewrite  the
transporting  direction  of  the  eigen  light  beam in Z,
which can directly be used in Eq. (2) and the index
face equation in Z.

Second, we can directly write the eGJM in B:

GB =

 exp(−iδ/2) 0 0
0 exp(iδ/2) 0
0 0 0

 , （3）

where δ=2π(n1d1−n2d2)/λ describes the phase differ-
ence. d1  and d2  are  the  propagation  path  lengths  of
the wave vector for the two eigen lights in the crys-
tal. They  must  be  calculated  with  different   refrac-
tions at  oblique incidents  and identical  refrations at
normal incidents.

According to the relationship between B and S,
the GJM in S is

GS = T−1
B GBTB, （4）

where TB  is  the  transfer  matrix  between  the  eigen
coordinates and laboratory coordinates. The electric
displacement vector D′ of the output light beam can
be expressed as

D′ = GS Di = T−1
B GBTB Di . （5）

The electric field vector E′ can be expressed as

E′ = (T−1
Z εZTZ)−1T−1

B GBTB(T−1
Z εZTZ)Ei, （6）

where TZ is the transfer matrix between the princip-
al  coordinates  and  laboratory  coordinates  and  εZ  is
the  polarizability  tensor  in  principal  coordinates
and can be written as
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Fig. 1    Schematic diagram of the three coordinate systems.

The black, blue, and red axes represent the laborat-
ory,  principal,  and  eigen  coordinates,  respectively.
z1 and z2 are the optical axes.
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εZ =

 nx

ny

nz

 . （7）

The physical  meaning  of  Eq.  (6)  is  easily   un-
derstood. Ei  represents the electric field vector of  a
light  beam  in  laboratory  coordinates  and  will  be
transferred  to  the  electric  displacement  vector D  in
the same coordinates by the left multiplication of the
factor  (TZ

−1εZTZ).  Then, TB will  convert D  to  eigen
coordinates.  GB  will  change  the  phase  of  light,
which  will  finally  be  reversed  to  an  electric  field
vector form in laboratory coordinates.
2.2    Uniaxial crystal

We use  the  eGJM method to  calculate  the  po-
larization distribution of the light beam in anisotrop-
ic crystals.

(1) Beam direction perpendicular to the optical
axis

Consider a situation where the direction of the
beam is perpendicular to the optical  axis.  The prin-
cipal  coordinate system is  then in the superposition
of the eigen coordinate system; thus, TB=TZ. The re-
fractive indices  for  the  eigen beams are  exactly  the
same  as  the  principal  index,  no  and  ne.  Here,  the
eGJM is

GS = (TZ
−1εZTZ)−1TBu1

−1GBTB(TZ
−1εZTZ)

= TZ
−1εZ

−1GBu1εZTZ, （8）

where

GBu1 =

exp(−iδ/2) 0 0
0 exp(iδ/2) 0
0 0 0

 , δ=2π(no−ne)d/λ.

（9）

In this case, there is no walk-off angle between

the two eigen beams. Assuming the initial polariza-
tion direction is 45° from the x-axis, according to the
eGJM  method,  we  can  calculate  the  polarization
after a length d.  The polarization distribution of the
cross-section  of  the  beam  is  presented  in  Fig.  2,
which  shows  the  change  in  polarization  from  the
original direction to the opposite polarization direc-
tion.

(2) Arbitrary  angle  between  the  beam and  op-
tical axis

When the  angle  between the  beam and optical
axis is  arbitrary,  the eigen refractive indices for the
extraordinary  ray  will  no  longer  be  ne,  but  they
should be calculated from Eq. (10)[30].

ne(θ) =
none

[n2
osin2
θ+n2

ecos2θ]
1/2 . （10）

Then,  the  eGJM  for  the  electric  displacement
vector D is

GS D = (TZ
−1εZTZ)−1(T−1

B GBu2TB)(TZ
−1εZTZ), （11）

where

GBu2 =

exp(−iδ′/2) 0 0
0 exp(iδ′/2) 0
0 0 0

 , δ′ = 2π(no−neθ)d/λ.

（12）

For the extraordinary beam, the array direction
is not the same as the wave vector direction, so the
eGJM  for  the  electric  field  vector  E  should  be
changed to

GS E = (TZ
−1εZTZ)−1(T−1

BoGBoTBo+T−1
Be GBeTBe)(TZ

−1εZTZ),
（13）

where

GBo =

 exp(−iδ1) 0 0
0 0 0
0 0 0

 , δ1 = 2πnod1/λ, （14）
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Fig. 2    Spatial  distributions of the polarization state.  (a)  Original  linear polarization.  (b) Left(right)  polarization.  (c)  Circular

polarization. (d) Right(left) polarization. (e) Opposite linear polarization.
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GBe =

 0 0 0
0 exp(−iδ2) 0
0 0 0

 , δ2 = 2πneθd2/λ. （15）

The walk-off  angle  should  be  calculated   be-
fore  we  obtain  the  polarization  distribution  of  the
cross-section of  the  beam.  For  a  potassium   dideu-
terium  phosphate  (KDDP)  crystal,  no=1.494 2,
ne=1.460  3.  The  change  in  walk-off  angle  with  θz

from  0  to  π/2  is  shown  in  Fig.  3,  where  the  angle
between the  beam  direction  and  optical  axis   direc-
tion is θz.

Figure  3  indicates  that  the  maximum value  of
the  walk-off  angle  is  0.023  3  rad,  equal  to  1.335°,
and  the  corresponding  refractive  index  is  ne(θ)=
1.476 96. The walk-off distance is 0.023 3 cm if the

beam transfers  a  distance  of  1  cm.  Thus,  there  will
be  an  overlapping  region  if  the  size  of  the  beam
cross-section is larger than 0.023 3 cm. The polariz-
ation  distribution  for  the  overlapping  region  is
presented  in  Fig.  4.  The  light  polarization  for  the
overlapping  region  could  be  elliptical,  circular,  or
linear.  Meanwhile,  the  overlapping  region  decre-
ases in size with the transfer length.

2.3    Biaxial crystal
In  biaxial  crystals,  there  is  always  a  walk-off

effect for the light beam so the transmission of light
is in the direction of the optical axis and its conical
refraction effect is not considered a special situation.
The eigen refractive indices for the two eigen linear
polarization light beams can be calculated from Eq.
(1) and Eq. (2). The eGJM for the electric field vec-
tor can immediately be written as

GS E = (TZ
−1εZTZ)−1(T−1

B1GB1TB1+T−1
B2GB2TB2)(TZ

−1εZTZ),
（16）

where

GB1 =

 exp(−iδ′1) 0 0
0 0 0
0 0 0

 , δ′1 = 2πn1d1/λ, （17）

GB2 =

 0 0 0
0 exp(−iδ′2) 0
0 0 0

 , δ′2 = 2πn2d2/λ. （18）

The eGJM for the electric displacement vector
can be written as

GS D = (TZ
−1εZTZ)−1(T−1

B GBbTB)(TZ
−1εZTZ), （19）

where

GBb =

exp(−iδ′′/2) 0 0
0 exp(iδ′′/2) 0
0 0 0

 , δ′′ = 2π(n1−n2)d/λ.

（20）

To calculate the polarization distribution of the
cross-section of the light beam, we also need to cal-
culate the walk-off angle. We define the light direc-
tion  as  (θ,  φ)  in  principal  coordinates,  and  the
change in  walk-off  angle  is  shown in Fig.  5  (Color
online).

In Fig  5 θ  is  the  polar  angle  and φ  is the   azi-
muth angle. Figures 5(a) and 5(b) are related to the
walk-off  angle  for  the  light  beam  with  the  smaller
and  larger  eigen  refractive  indices,  respectively.
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There is no walk-off effect for any eigen light when
the light beam transmits in the direction of the axis,
corresponding  to θ=0,  or θ=π/2  and φ  is  0,  π/2,  π,
3π/2. Only one eigen light beam exhibits a walk-off
effect when φ is 0, π/2, π, 3π/2 while θ is arbitrary,
or  when  θ=π/2  while φ  is  arbitrary.  There  are  two
singularity  points  when θ=0.304 and φ  is 0,  π,  cor-

responding  to  the  optical  axis  direction.  Similar  to
the  uniaxial  crystal,  the  polarization  distribution  of
the  cross-section  of  the  light  beam  is  presented  in
Fig.  6  (Color online).  The  movement  of  the  differ-
ent  polarizations  toward  the  upper-right  quar-
ter represents the array direction.
 

3    Extended  eigen  generalized  Jones
matrix

We extend the eGJM to a more general case of
refraction  on  the  interface.  Figure  7(a)  (Color  on-
line)  shows  the  phase  difference  when  the  light
beam  transfers  through  the  anisotropic  crystals,
where the blue line represents ordinary light, the red
line  represents  the  direction  of  the  energy  flow  of
the extraordinary light,  and the pink line represents
the  wave  vector  direction.  We  now  calculate  the
phase difference:

δe−δo =ne ·d/cosθe+n ·EF · tanθi−no ·d/cosθo

=(ne cosθe−no cosθo)d, （21）

δs−δo =ne ·d cos(θe− θs)/cosθs+n ·AF · tanθi

−no ·d/cosθo = (ne cosθe−no cosθo)d.
（22）

The results indicate that the two phase changes
are identical.  They  are  equivalent  to  either  the   en-
ergy  flow direction  or  the  wave  vector  direction  of
the extraordinary light. Figure 7(b) shows the differ-
ent  polarization  directions  at  the  interface.  For  the
anisotropic crystal,  the  birefringence  must  be   con-
sidered. Yeh[24] already provided a method to calcu-
late the  polarization  of  the  output  light  beam.   As-
suming  the  thickness  of  the  crystal  is  d,  we  know
the  optical  distance  difference  is  (necosθe−nocosθo)
from  Eq.  (21)  and  Eq.  (22);  thus,  the  output  light
beam can be expressed as

A′ s =
(
tosToe−iδ1/2+ tesTeeiδ1/2

)
e−iδ2/2

A′ p =
(
tpsToe−iδ1/2+ tpsTeeiδ1/2

)
e−iδ2/2, （23）

e−iδ2/2

where  δ1=(necosθe−nocosθo)dω/c  and  δ2=(ne/cosθe+
no/cosθo)dω/c.  Ignoring  the  phase  factor  ,  we
have the following matrix form:
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(
A′ s
A′ p

)
=

(
tos tes

top tep

)(
e−iδ1/2 0

0 eiδ1/2

)(
tso tpo

tse tpe

)(
As

Ap

)
.

（24）

If  we extend Eq.  (24)  to  three  dimensions,  we
have
 

E′ x
E′y
E′z

 = T


A′ s
A′ p
0

 = T

 tos tes 0
top tep 0
0 0 0

 ·
 e−iδ1/2 0 0

0 eiδ1/2 0
0 0 0


 tso tpo 0

tse tpe 0
0 0 0

T−1T


As

Ap

0

 = GS


Ex

Ey

Ez

. （25）

In applications, we calculate the phase distribu-
tion for  a  vector  vortex light  beam with a  singular-
ity transference  through  the  KDP  crystal  and   com-

pare the  simulation  results  to  the  experimental   res-
ults  of Flossmann[28],  as shown in Fig.  8 (Color on-
line).

The  black  squares  indicate  the  singularities  of
the light beam. The colored circles represent the cir-
cular  polarization  state  points  and  the  yellow  lines
represent  the  linear  polarization  states  in  the  cross-
section of  the  output  vector  beam. There  is  a  small
difference  in  the  bottom  and  middle  areas  between
these two images because of experimental error and
simulation method. However, the polarization distri-

bution and positions of the special points are almost
identical,  which  clearly  indicates  that  the  eGJM
method is practical.

4    Conclusions

In  this  study,  we  analyzed  the  GJM  method,
which  provides  a  convenient  way  to  establish  the
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Jones  matrix  for  anisotropic  crystals  whose  optical
axis  is  oriented  arbitrarily  in  three-dimensional
space. We proposed the eGJM method to overcome
the limitation of  the  dGJM, which is  effective  only
when  the  light  has  perpendicular  incidence  and  the
optical axis is perpendicular or parallel to the incid-
ence  face.  The  calculation  results  indicate  that  our
method  can  be  used  to  construct  the  Jones  matrix
when the directions of the light beam and optical ax-
is are  both  arbitrary.  The  eGJM can  also  be   exten-
ded to include cases where the light refraction is on
the  interface  when light  travels  through the  crystal,
so  that  its  polarization  and  phase  can  be  precisely
calculated.  Finally,  we  use  this  method  to  simulate

the polarization distribution of  the cross-section for
a fully polarized light beam with a vortex transmit-
ting through an anisotropic crystal, and we compare
the  results  to  those  of  an  experiment.  The  results
demonstrate  that  our  method  is  effective.  Thus,  the
eGJM method has potential applications in simulat-
ing  the  space  evolution  of  vector  beams.  Optional
optical  crystal  instruments  can  be  calculated  based
on  the  requirement  beams.  Factors  like  the  electro-
photon  effect,  magnetic-photon  effect  and  optical
rotation  should  be  further  studied  to  fully  develop
the  eGJM  method  for  applications  like  light
propagation in crystals in electromagnetic fields.
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