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应用 ＣＳ理论实现同步采样压缩成像

郭军伟

（安徽大学，安徽 合肥 ２３００３１）

摘要：为了减轻图像数据存储负担，实现图像在网络上的快速传输和实时处理，对一种新的压缩传感（ＣＳ）理论进行了研
究。介绍了压缩传感理论的主要思想和基于压缩传感理论的光学成像系统，给出了一种新型图像重建算法—和谐正交

匹配追踪算法，并进行了相应的模拟实验。实验结果显示，该成像机制可同步完成图像的采样与数据压缩，同时可获得

良好的图像重建效果。由于该方法所要传输的信号数据量较小，所以十分有利于远距离的图像传输。
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１　引　言

　　传统的信号获取和处理过程主要包括采样、

压缩、传输和解压缩四个部分。传统的数字成像

系统首先尽量多的采样，然后再进行数据压缩。

其采样过程必须满足香农采样定理，即采用频率

不能低于模拟信号频谱中最高频率的２倍。然而



对于数字图像和视频的获取，依照香农定理会导

致海量采样数据，大大增加了存储和传输的代价。

因此，人们必须面对的问题是，如果信号本身是可

压缩的，那么是否可以直接获取其压缩表示（即

压缩数据），从而略去对大量无用信息的采样？

在满足重建图像的质量要求下，是否可用光学方

法进行更少的采样？对于上述问题，一种新兴的

压缩传感（ＣＳ）理论为数据采集技术带来了革命
性的突破。ＣＳ理论以远低于奈奎斯特频率进行
采样，该理论为压缩成像系统提供了数学基础。

ＣＳ的基本思想是，如果图像用一个已知的变
换，诸如小波变换或者傅里叶变换是可压缩的，那

么图像可以用比原始像素数量少的测量来精确重

建。压缩传感理论主要包括信号的稀疏表示、编

码测量和重构算法。

２　图像信号稀疏表示

　　如果一个信号中只有少数元素是非零的，则
该信号是稀疏的。在众多信号处理的应用中，都

希望找到这种稀疏的数据表示。用稀疏逼近取代

原始数据表示可从实质上降低信号处理的成本，

提高压缩效率。信号的稀疏表示就是将信号投影

到正交变换基时，绝大部分变换系数的绝对值很

小，所得到的变换向量是稀疏或者近似稀疏的，可

以将其看作原始信号的一种简洁表达，这是压缩

传感的先验条件，即信号必须在某种变换下可以

稀疏表示［１］。通常变换基可以根据信号本身的

特点灵活选取，常用的有离散余弦变换基、快速傅

里叶变换基、离散小波变换基、Ｃｕｒｖｅｌｅｔｓ基、Ｇａｂｏｒ
基以及冗余字典［２］等。

根据调和分析理论，一个长度为 Ｎ的一维离
散时间信号 ｆ，可以表示为一组标准正交基的线
性组合：

ｆ＝
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉψｉ　或　ｆ＝Ψｘ，

其中 Ψ为矩阵，ψｉ为列向量，Ψ＝［ψ１，ψ２，…，
ψＮ］，ψｉ为Ｎ维向量，如图１所示。向量ｘ是ｆ的

加权系数序列，ｘｉ＝＜ｆ｜ψｉ＞＝ψ
Ｔ
ｉｆ。可见 ｘ是信

号ｆ的等价表示。如果 ｘ只有很少的大系数，则

称ｆ是可压缩的。如果 ｘ只有 Ｋ个元素为非零，
则称ｘ为信号 ｆ的 Ｋ稀疏表示。另外，当信号不
能用正交基稀疏表示时，可以采用冗余字典稀疏

表示。

图１　用基Ψ进行稀疏表示（３稀疏）

Ｆｉｇ．１　ＳｐａｒｓｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎΨ（３ｓｐａｒｓｅ）

从分解结果可以得到信号的一个非常简洁的

表达，即信号稀疏表示，得到信号稀疏表示的过程

称为信号的稀疏分解。由于信号稀疏表示的良好

特性，信号稀疏分解引起许多学者的兴趣［３］，信

号的稀疏表示也已经被应用到信号处理的许多方

面［４］。

３　压缩传感理论

３．１　理想信号重构
首先考虑一般的信号重构问题，即已知某一

个矩阵Ω∈ＲＭ·Ｎ（ＭＮ以及某未知信号 ｘ∈ＲＮ

在该矩阵下的线性测量值ｙ＝ＲＭ。
ｙ＝Ωｘ， （２）

式（２）可以看作原信号 ｘ在 Ω下的线性投影，现
在考虑由ｙ重构 ｘ。很显然，由于 ｙ的维数远远
低于ｘ的维数，方程 ｙ＝Ωｘ有无穷多个解，即该
问题是不确定的，很难重构原始信号。然而，如果

原始信号ｘ是Ｋ稀疏的，并且ｙ与Ω满足一定条
件，理论证明，信号ｘ可以由测量值ｙ通过求解最
优ｌ０范数问题精确重构

［５］。

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖ｘ‖０ｓ．ｔ．Ωｘ＝ｙ， （３）

式（３）中，‖·‖０为向量的 ｌ０范数，表示向量 ｘ
中非零元素的个数。如果要精确重构 Ｋ稀疏信
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号ｘ，测量次数 Ｍ（即 ｙ的维数）必须满足 Ｍ＝
Ｏ（Ｋｌｏｇ（Ｎ）），并且矩阵Ω必须满足约束等距性
条件［６］。

３．２　自然信号重构
常见的自然信号在时域内几乎都是不稀疏

的，因而上述信号重构过程不能直接应用于自然

信号的重构。虽然时域内的自然信号都是非稀疏

的，但是在某些变换域可能是稀疏的。对于一幅

自然图像，几乎所有的像素值都是非零的，但是将

其变换到小波域时，大多数小波系数的绝对值都

接近于零，并且有限的大系数能够表示出原始图

像的绝大部分信息。

根据信号稀疏表示理论指出，自然信号可以

通过某种变换Ψ进行稀疏表示，即ｆ＝Ψｘ，则有：
ｇ＝Φｆ＝ΦΨｘ＝Ωｘ， （４）

其中Ω＝ΦΨ为 Ｍ·Ｎ的矩阵，Ω被称为传感矩
阵。ｇ可以看作是稀疏信号ｘ关于矩阵Ω的测量
值。这时如果Ω满足约束等距条件，可以通过求
解一个最优ｌ０范数问题来重构 Ｋ稀疏信号 ｘ，如
图２所示，即：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖ｘ‖０ｓ．ｔ．Ωｘ＝ｇ， （５）
式中，‖·‖０为向量的ｌ０范数，表示向量ｘ中非
零元素的个数。如果要精确重构 Ｋ稀疏信号 ｘ，
测量次数Ｍ（即 ｙ的维数）必须满足 Ｍ＝Ｏ（Ｋｌｏｇ
（Ｎ）），并且矩阵Ω必须满足约束等距性条件。

图２　压缩传感理论系统图
Ｆｉｇ．２　Ｉｍａｇｉｎｇｓｃｈｅｍｅｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ

由于Ψ是固定的，要使得 Ω＝ΦΨ满足约束
等距条件，则测量矩阵 Φ就必须满足一定的条
件。如果已经得到了 ｆ的稀疏表示 ｘ^，可以进一
步由变换基Ψ通过下式精确重构原始信号ｘ＾：

ｆ＾＝Ωｘ^． （６）
　　上述就是压缩传感的核心思想，即与传统信
号采样方法对原始信号 ｆ先采样后压缩不同，压
缩传感由少量线性测量通过求解最优化问题直接

得到信号ｆ的压缩表示 ｘ，如图３所示，突破了香

农采样定理的瓶颈，降低了对传感器件分辨率的

要求，使得超高分辨率信号获取成为可能。

图３　压缩传感线性测量过程
Ｆｉｇ．３　Ｌｉｎｅａｒｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ

４　数字成像系统

　　压缩成像系统主要由两部分组成：光学系统
和数字信号处理系统，如图４所示。通过获取目
标的随机投影图，然后应用合适的数字重建运算

法则，来进行重建图像。

图４　压缩成像系统示意图
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｉｍａｇｉｎｇｓｃｈｅｍｅ

传感矩阵Ω必须满足约束等距性，约束等距
性的等价条件是测量矩阵 Φ与稀疏表示的基 Ψ
不相关，即要求Φ的行ｊ不能由Ψ的列φｉ稀疏
表示，且Ψ的列 φｉ不能由 Φ的行 ｊ稀疏表示。
由于Ψ是固定的，当 Φ是高斯随机测量矩阵时，
传感矩阵 Ω能以较大概率满足约束等距性条
件［７］，因此可以通过选择一个大小为 Ｍ·Ｎ的高
斯随机测量矩阵得到，其中每一个值都满足独立

正态分布。高斯测量矩阵的优点在于它几乎与任

意稀疏信号都不相关，因而所需的测量次数最小。

在传统的光学成像系统中增加了一个非球面
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随机相位掩模板，紧贴在透镜上。压缩成像系统

采用随机相位掩模把图像随机地投影到 ＣＣＤ探
测器上。如果掩模的相干波长 ρ足够小，那么掩
模可以产生要求的随机投影。此时，随机相位掩

模的功能相当于测量矩阵 Φ。透镜的直径是 Ｄ，
焦距是ｆ１。物体放在距离透镜 ｚｉ的位置，掩模衍
射光线通过透镜聚焦，光线到达 ＣＣＤ探测阵列，
ＣＣＤ位于透镜后面ｚ０位置。

当光路通过此相位掩模板后，光信息被编码，

即整个光学系统的调制传递函数（ＭＴＦ）和点扩
散函数（ＰＳＦ）会发生改变，虽然编码后的 ＭＴＦ值
要小于编码前的值，但是在有离焦量的情况下它

不会出现零值，所以不会造成图像细节信息的丢

失。

在ＣＣＤ上的成像是一幅模糊图像，用数字信
号处理系统对它进行解码，此时系统的 ＭＴＦ值也
会相应提高，从而恢复出锐利清晰的图像。

５　信号重构算法

　　这里讨论在已知测量向量以及随机测量矩阵
并给定稀疏基的基础上，如何利用尽可能少的测

量数目和重建时间去实现信号（图像）稳定、精确

的重建。信号重构问题可以通过求解最小 ｌ０范
数问题加以解决，最小 ｌ０范数问题是一个 ＮＰ
ｈａｒｄ问题，需要穷举 ｘ中非零值的所有 ＣＫＮ种排
列可能，因而无法求解。通常需要对该问题进行

转换，如将ｌ０范数转化为 ｌ１范数问题加以解决。
鉴于此，人们提出了一系列的次最优解的算法，主

要包括最小ｌ１范数法
［８］和匹配追踪系列算法［９］。

５．１　最小ｌ１范数法
采用ｌ１范数代替ｌ０范数，得到了如下问题
ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖ｘ‖１ｓ．ｔ．Ωｘ＝ｙ， （７）

式（７）是一个凸最优问题，可以转化成一个线性
规划问题加以求解，计算复杂度为 Ｏ（Ｎ３），这种
方法也称为基追踪方法。

５．２　和谐正交匹配追踪算法（ＨＸＯＭＰ）
匹配追踪算法是一种贪婪迭代算法，其基本

思想是在每一次的迭代过程中，从过完备原子库

里（测量矩阵 Φ）选择与信号最匹配的原子来构
建稀疏逼近，并求出信号残差，然后继续选择与信

号残差最为匹配的原子，经过一定次数的迭代，信

号可以由一些原子线性表示。但是由于信号在已

选定原子（测量矩阵的列向量）集合上的投影的

非正交性使得每次迭代的结果可能是次最优的，

因此为获得收敛可能需要经过较多次迭代。

和谐正交匹配追踪算法（如图５所示）则有
效克服了这个问题，该算法沿用了匹配追踪算法

中的原子选择准则，通过递归的已选择原子集合

进行正交化以保证迭代的最优性，设立基于最佳

接收准则的门限值来进行选择，从而减少了迭代

次数。最佳接收准则中最直观和合理的是“最小

差错概率”准则，由最小差错概率准则导出似然

比准则后，数字信号的最佳接收在理论上就变为

收到一个信号后，分别计算似然函数值，然后进行

比较并判决。

对Ｋ稀疏Ｎ维离散时间信号ｘ，用一个Ｍ·Ｎ
的高斯矩阵测量时，只要 Ｍ＝Ｏ（Ｋｌｏｇ（Ｎ）），和谐
正交匹配追踪算法以极大概率准确重构信号，而

且比最小ｌ１范数法更快。但是，和谐正交匹配追
踪算法精确重构的理论保证比最小 ｌ１范数法弱，
对于测量矩阵的要求比约束等距性更加严格。

综合考虑，和谐正交匹配追踪系列算法对于

维数较低的小尺度信号问题运算速度很快。

图５　和谐正交匹配追踪算法示意图
Ｆｉｇ．５　ＢｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍｏｆＨＸＯＭＰａｌｇｏｒｉｔｈｍ

和谐正交匹配追踪算法步骤：

输入：传感矩阵Ω，采样向量ｇ，稀疏值Ｋ；
输出：ｘ的Ｋ稀疏的逼近估值 ｘ^；
初始化：ｘ０＝０，残差ｒ０＝ｇ，阶段计数ｓ＝１；
步骤 １：算法保持ｘ０中的非零位置的一个估

值序列Ｉ０，……，Ｉｓ，第ｓ步应用在当前残差的匹配

滤波器，给出与残差相关的一个向量ｃｓ＝Ω
Ｔｒｓ，它

包含一些在入口处被噪声干扰的非零矢量信号。

步骤２：设置一个门限值来发现大的非零值，
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这个门限值的设置基于最佳接收准则。通过门限

值生成新集合Ｊｓ：

Ｊｓ＝｛ｊ：｜ｃｓ（ｊ）｜＞ｔｓ｝， （８）

ｔｓ是门限值参数，新集合和前坐标估值合并，再更
新当前坐标估值：

Ｉｓ＝Ｉｓ－１∪Ｊｓ， （９）

步骤３：把向量 ｇ投影到传感矩阵 Ω的列 ΩＩ，ΩＩ
表示坐标 Ｉ所选中的 Ω中的列，则有新的逼近
ｘｓ，在Ｉｓ中的新系数如下：

（ｘｓ）Ｉｓ＝
ΩＴＩｓｇ
ΩＴＩｓΩＩｓ

， （１０）

步骤４：更新残差：
ｒｓ＝ｇ－Ωｘｓ， （１１）

　　步骤５：设置停止条件：
如果不是停止时间，令 ｓ＝ｓ＋１，然后进行迭

代运算

如果是停止时间，停止迭代，令 ｘ^＝ｘｓ，输出
结果。

６　模拟实验

６．１　对字母“ｆ”的模拟
对字母“ｆ”的压缩图像和重建图像进行了模

拟。图６（ａ）是原始图像，２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ像
素，图６（ｂ）是捕获的图像，２５６ｐｉｘｅｌ×６４ｐｉｘｅｌ像
素。由于随机投影图即图６（ｂ）所示的图像没有
绝对的视觉意义。图６（ｃ）显示了采用和谐正交
匹配追踪算法重建的图像。即使图６（ｂ）捕获图
像采用了 １６３８４个样本，它只有原始图像的
２５％，重构也是可行的。且重构的误差率约为
１０－６。

图６　ＣＩ图像的模拟结果
Ｆｉｇ．６　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆＣＩｉｍａｇｅｓ

图７　ＣＩ图像的模拟结果
Ｆｉｇ．７　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆＣＩｉｍａｇｅｓ
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６．２　对图像王字的模拟
对圆圈图像的压缩图像和重建图像进行了模

拟。图７（ａ）是原始图像，２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ，图
７（ｂ）是捕获的图像，２５６ｐｉｘｅｌ×６４ｐｉｘｅｌ。由于是
随机投影图，图７（ｂ）所示的图像没有绝对的视觉
意义。图７（ｃ）显示了采用和谐正交匹配追踪算
法的重建图像。即使图７（ｂ）捕获图像采用了１６
３８４个样本，它只有原始图像的２５％，重构仍是可
行的。重构的误差率约是１０－６。

７　结　论

　　本文详细介绍了一种新颖的成像方式，该方

式表明运用ＣＳ理论可以通过后加工处理进行重
建图像。模拟实验表明，在拍摄相同的次数的情

况下，与传统成像方法相比，新成像方法采集信息

量少，传输更迅速便捷；在同样的的网络传输条

件，重构图像的信噪比比传统方法高３ｄＢ，即效
果更好。新成像方法既可以应用于简单场景也可

以应用于复杂场景，还可以对重构图像进行去噪

和增强处理，以便取得更好的可视效果。与追踪

算法和匹配追踪算法相比，和谐正交匹配追踪算

法是一个较快的算法，重构图像的实时性强，基本

上可以实现顺畅播放。实验还表明，通过优化成

像设备和重建算法，ＣＳ技术可以进一步提高，并
有望延伸到三维领域。
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