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Independent sampling and padding for Rayleigh–Sommerfeld
diffraction based on scaled convolution approach
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Abstract: We propose  a  novel  fast  numerical  calculation  method for  the  Rayleigh–Sommerfeld  diffraction

integral, which is developed based on the existing scaled convolution method. This approach enables fast cal-

culations for general cases of off-axis scenarios where the sampling intervals and numbers of the input and

observation planes are unequal. Additionally, it allows for arbitrary adjustment of the sampling interval of the

impulse response function, facilitating a manual trade-off between computational load and accuracy. The er-

rors associated with this method, which is equivalent to interpolation, primarily arise from the discontinuities

of the sampling matrix of the impulse response function on its boundaries of periodic extension. To address

this issue, we propose the concept of the padding function and its construction method, and evaluate its ef-

fectiveness in enhancing computational accuracy.  The feasibility of the proposed method is  verified by nu-

merical simulation and compared with the direct integration DI-method in a simplified scenario. It shows that

the proposed method has good computational accuracy for the general case where the sampling interval of the

input and observation plane is not equal under non-near-field diffraction, and when the diffraction distance is

large, although the computational accuracy of the proposed method cannot exceed that of the DI-method, the

computational amount can be significantly reduced with almost no effect on the computational accuracy. This

method  provides  a  general  numerical  calculation  scheme of  diffraction  in  the  non-near  field  case  for  areas

such as computational holography.
Key words: Rayleigh-Sommerfeld diffraction; scaled convolution; padding function
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基于缩放卷积的瑞利-索末菲衍射积分的
独立采样与补长方法

杨　晨1,2，付喜宏1，付鑫鹏1，巴音贺希格1 *

（1. 中国科学院长春光学精密机械与物理研究所, 吉林 长春 130033；
2. 中国科学院大学, 北京 100049）

摘要：基于已有的缩放卷积方法本文提出了一种新颖的瑞利-索末菲衍射积分快速数值计算方法。该方法实现了对离轴

且输入面和观察面的采样间隔与采样数量均不等的一般情形的快速计算，并且可以任意调整脉冲响应函数的采样间隔

从而实现对计算负载与计算精度的手动取舍。这种与插值等价的方法的误差主要来自脉冲响应函数的采样矩阵在其周

期延拓边界上的不连续性，本文针对这一点提出了补长函数的概念及其构造方法，并评估了补长函数对提高计算精度的

效果。通过数值模拟验证了所提方法的可行性，并在简化场景里与直接积分法作了对比。结果表明所提出方法在非近

场衍射下对输入面与观察面采样间隔不等的一般情形具有良好的计算精度，且在衍射距离很大时，虽然其计算精度无法

超过直接积分法，但可以在几乎不影响计算精度的前提下，大幅降低计算量。该方法为计算全息等领域提供了在非近场

情形下较为通用的衍射数值计算方法。

关    键    词：瑞利-索末菲衍射；缩放卷积；补长函数

中图分类号：TP394.1；TH691.9     文献标志码：A      doi：10.37188/CO.EN-2025-0028      CSTR：32171.14.CO.EN-2025-0028

 

1    Introduction

Fast  numerical  calculation  methods  for  the
propagation of optical fields in uniform and isotrop-
ic media have long been a fundamental and import-
ant research topic in fields such as Fourier optics[1],
computational  holography[2-3],  and  computational
imaging[4].  For  the  propagation  of  optical  fields
between  parallel  planes,  assuming  the  validity  of
scalar  diffraction,  there  are  mainly  three  methods
that use fast Fourier transforms: the Fresnel method
based  on  paraxial  approximation[5-6],  the  angular
spectrum method based on frequency-domain trans-
formation[7-9],  and the convolution method based on
the  Rayleigh–Sommerfeld diffraction  (RSD)   for-
mula[10-12]. Among these, the convolution method is a
non-approximate  approach  with  the  advantage  of
being applicable to near-field, far-field, and off-axis
scenarios, and it does not require the sampling num-
ber in the observation plane to equal  that  in  the  in-
put plane.  However,  it  has  the  drawback  of   requir-
ing  equal  sampling  intervals  for  both  the  input  and
observation  planes,  and  for  near-field  diffraction,

achieving  accurate  results  necessitates  a  substantial
computational  effort,  which  compromises  a  certain
degree  of  flexibility.  For  diffraction  calculations
where the sampling intervals in the input and obser-
vation  planes  are  unequal,  Nascov  and  Logofătu
provided  a  preliminary  solution[13],  which  they  ter-
med the scaled convolution method.

The method proposed by Nascov et al. is more
akin to the angular spectrum method in its analytic-
al approach and does not effectively use the charac-
teristics of the impulse response function (IRF) and
the  discrete  Fourier  transform,  leading  to  several
shortcomings. First, the sampling number of the in-
put and observation planes must be equal, which can
result  in  unnecessary  computations.  Second,  the
centers of the input and observation planes must co-
incide,  meaning  that  the  method  is  only  applicable
to  non-off-axis  scenarios,  thereby limiting its  range
of  application.  Third,  the  sampling  interval  of  the
IRF  can  only  be  altered  by  changing  the  sampling
intervals  of  either  the  input  or  observation  plane.
However,  in  many  application  scenarios,  neither
sampling  interval  can  be  changed,  which  may  lead
to the IRF’s well-sampling condition not  being sat-
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isfied, resulting in significant calculation errors.
This  paper  derives  and  reconstructs  the  scaled

convolution method starting from the direct integra-
tion  (DI)-method[10-11].  First,  the  “ selection  equa-
tion”   is derived from the DI-method, which visual-
izes  the  principle  of  discrete  convolution  based  on
the  discrete  Fourier  transform.  An  altered-index
scaled Fourier  transform  is  then  constructed,   lead-
ing to  the development  of  an improved scaled con-
volution method. This improvement allows both the
sampling  number  and  interval  in  the  observation
plane  to  differ  from  that  in  the  input  plane,  while
also enabling free adjustment of the IRF’s sampling
interval,  ensuring  that  the  well-sampling  condition
is  always  satisfied  for  any  application  scenario.
Next,  we  discuss  the  sources  of  interpolation  error
and,  using  the  characteristics  of  the  IRF,  introduce
the concept of the padding function and its construc-
tion method. The padding function ensures a smooth
transition within the padding area of the periodic ex-
tension of  the  IRF  sampling  matrix,  thereby   redu-
cing  interpolation  errors.  We  refer  to  the  improved
method as  the  independent  sampling  scaled   convo-
lution (ISSC) method. The innovation of this meth-
od lies  in  providing a  unique analytical  perspective
for  the  numerical  calculation  of  the  RSD  formula,
allowing for a reduction in computational load at the
cost  of  only a  small  decrease in  accuracy when the
diffraction distance is not very small. For the sake of
brevity, the paper initially discusses one-dimension-
al diffraction  because  the  extension  to  two   dimen-
sions is  straightforward and natural.  The discussion
of the two-dimensional case begins only when con-
structing the padding function because handling the
overlapping areas for padding the rows and columns
of the  sampling  matrix  requires  careful   considera-
tion. 

2    Scaled convolution method and pa-
dding function

 

2.1    Formulation of the DI-method
The method  of  indirectly  calculating  the   dis-

u (x)

U (x′)

crete convolution  using  the  discrete  Fourier   trans-
form to calculate the RSD formula under the condi-
tion of equal sampling intervals of the input and ob-
servation planes is referred to as the DI-method and
has  been  described  in  detail  in  several  articles[10,11].
Initially,  we  focus  on  one-dimensional  diffraction,
specifically  the  diffraction  of  the  optical  field
between  two  parallel  line  segments.  Figure  1  illus-
trates this scenario. The optical field at the source is
denoted   whereas the  target  optical  field  is  de-
noted  .  The  vertical  distance  between  the
source and target is z.
 
 

u(x)

u(x′)

x

z
TargetSource

 

Fig. 1    Schematic diagram of one-dimensional diffraction
 

Ignoring specific mathematical expressions and
focusing solely on its convolutional nature, the one-
dimensional RSD formula can be expressed in con-
volution form:

U (x′) =
w

u (x)h (x′− x)dx , （1）

(x0, x1, x2, · · · , xK−1)

(x′0, x
′
1, x
′
2, · · · , x′M−1)

where  h  represents the  IRF  at  the  diffraction   dis-
tance z. To facilitate numerical calculation, we need
to discretize the formula. We take K equally spaced
coordinates  in  the  input  plane 
and M  equally spaced  coordinates  on  the   observa-
tion plane  . Thus, the expression
(1) can be rewritten in its discretized form:

U
(
x′m

)
= ∆x

K−1∑
k=0

u (xk)h
(
x′m− xk

)
. （2）

U
(
x′m

)
= Um u (xk) = uk ∆x′ = ∆xLet  ,  .  When  ,

the discretized IRF is represented as[10,11]

hn = h
(
x′0− xK−1+n∆x

)
, （3）

n = 0,1, · · · ,N −1 N = K +M−1

uk M−1

where  .  .  We  then
extend    by  appending  zeros  at  the  end  to
achieve a length of N.  Thus,  the expression (2) can
be computed using the discrete Fourier transform:
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S = IDFT {DFT {u} ·×DFT {h}}∆x . （4）

The  symbol “ ·×”   represents  the  element-by-
element multiplication  of  the  two  matrices  or   se-
quences.  The  last M  terms of S  are linear  convolu-
tion  terms,  corresponding  to  the  desired  diffracted
optical field.  The remaining terms are  circular  con-
volution terms and need to be discarded:

Um = S K−1+m . （5）

We  observe  that  the  numerical  calculation
method for the one-dimensional RSD formula, when
the  sampling  intervals  in  the  input  and  observation
planes are equal, is straightforward and clear. In ad-
dition,  this  method is  applicable  to  general  discrete
convolution calculations.  Consequently,  we   natur-
ally  seek  to  calculate  the  case  where  the  sampling
intervals of the input and observation planes are un-
equal using a similar process. This requires a meth-
od referred to as scaled convolution[13], for which we
provide a detailed derivation in the next section. Be-
fore  proceeding,  however,  let  us  expand  Equation
(4) and explore its mathematical structure for poten-
tial insights:

S m =
∆x
N

N−1∑
t=0

N−1∑
k=0

ukω
kt
N

N−1∑
n=0

hnω
nt
N

ω−tm
N , （6）

ωN = e−
2πi
N

m = 0,

1, · · · ,N −1

where  . The presence of the circular con-

volution  terms  changes  the  range  of  m  to 
. Simplifying yields

S m = ∆x
K−1∑
k=0

uk

N−1∑
n=0

hn×
{

1, k+n = m+ rN
0, otherwise

,（7）

where r is an arbitrary integer. We thus obtain a lin-
ear  equation,  which  is  referred  to  as  the  selection
equation:

k+n = m+ rN . （8）

Therefore,  Equation  (6)  can  be  equivalently
represented as shown in Fig. 2 (color online).

k = 0 k = 1 k = K −1

hn

The  horizontal  coordinates  of  the  intersection
points  of  the  orange  line  with  the  blue  solid  lines

,  , ···   in sequence correspond to
the subscripts  of    that  are  sequentially  multiplied

u0 u1 uK−1 m

hn uk

S m

by  ,  ,  ···    for  a  given  .  We observe  that
for different values of m, if two orange straight lines
intersect the gray area, there is a “jump” in the sub-
script of   multiplied by  . In this case, the corres-
ponding    are circular  convolution  terms;   other-
wise, they are linear convolution terms.
 
 

k

n

n+k=m−N
① ② ③

n+k=m+Nn+k=m

K−1

0 N−1

 

Fig. 2    Illustration of the selection equation
 

∆x′ , ∆x

This  graphical  representation  method  is  less
concise  than  commonly  used  algebraic  approaches.
However,  it  naturally  leads  us  to  consider  altering
the slope of the orange straight lines in Fig. 2 using
a certain method, enabling extension to non-integer
n. This  extension  aligns  with  the  concept  of   inter-
polation. Achieving this would allow numerical cal-
culation of the diffraction light field in cases where

.  The  implementation  involves  modifying
Equation (6) so that, while the slope of the selection
equation changes,  its  essence remains  equivalent  to
zero padding  interpolation,  thereby  making  it   ap-
plicable to non-integer n. 

2.2    Independent sampling based on scaled convo-
lution method

∆x = ∆x′

hn N = K +M−1 ∆x ,

∆x′

um

xm 0,1, · · · ,K −1 −K +1,

−K +2, · · · ,−1,0

Before modifying Equation (6),  it  is  important
to note that we are assuming  , which leads
to  the  length  of    being  .  If 

,  then  N  becomes  an  unknown  variable  to  be
solved. We  proceed  with  the  following   modifica-
tion.  For  the  first  discrete  Fourier  transform (DFT)
within  the  parentheses,  we  change  the  subscript  of
the non-zero-padded   corresponding to the samp-
ling  coordinates    from    to 

, while keeping the order of the ele-
ments unchanged:

u0,u1, · · · ,uK−1→ u−K+1,u−K+2, · · · ,u0

x0, x1, · · · , xK−1→ x−K+1, x−K+2, · · · , x0 . （9）
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−K +1

α

It  is  important  to  note  that  the  change  in  the
subscripts of the input sampling coordinates is made
solely  for  the  convenience  of  analyzing  the  IRF
sampling coordinates later, and it is not intended for
use  in  the  derivation  of  the  algorithm.  Next,  we
modify the  summation limits  to  range from 
to 0, and we introduce a scaling factor   (where α >
0) in the complex exponential:

K−1∑
k=0

ukω
kt
N →

0∑
k=−K+1

ukω
αkt
N . （10）

This transformation  cannot  be  directly   com-
puted using the fast  Fourier  transform (FFT),  but  it
can be restructured into a convolution form:

0∑
k=−K+1

ukω
αkt
N = ω

αt2

2
N

0∑
k=−K+1

vkgt−k , （11）

vk = ukω
αk2

2
N gk = ω

− αk2

2
N

FFT(α)

where   and  , with the range of

t  determined  by  the  summation  limits  of  the  outer
inverse  transformation.  This  convolution  can  be
computed  rapidly  using  the  method  described  in
Section 2.1. We denote the modified transformation
computed via FFT as  .

−⌊N/2⌋ ⌈N/2⌉−1

α′ α′ > 0

For  the  inverse  DFT  outside  the  parentheses,
we  modify  the  summation  limits  to  range  from

 to  , and we introduce a scaling fa-
ctor    (where  )  in  the  complex  exponenti-
al:

N−1∑
t=0

()ω−tm
N →

⌈ N
2 ⌉−1∑

t=−⌊ N
2 ⌋

()ω−α
′tm

N , （12）

m = 0,1, · · · ,M−1 ⌊x⌋
⌈x⌉

IFFT(α′)

where  .  The  symbol    repres-
ents the floor function whereas   denotes the ceil-
ing  function.  The  reason  for m  taking  these  values
will be provided later. The modified transformation
can  similarly  be  restructured  into  a  convolution
form and computed rapidly using the FFT. It  is  de-
noted  .

Owing  to  the  change  in  the  summation  limits
outside the parentheses,  the second DFT within the
parentheses needs to be adjusted as well; however, it
suffices to simply shift the zero-frequency compon-

ent to the center:

DFT {h} → fftshift {DFT {h}} . （13）

It is important to mention that none of the four
previous transformations  have  practical   signific-
ance when  standing  alone,  and  only  when   com-
bined  can  they  have  the  effect  of  transforming  the
selection equation.

Thus, Equation (6) is rewritten as

S m = ∆x
0∑

k=−K+1

uk

N−1∑
n=0

hnδN (p) , （14）

p = n+αk−α′m δN (p)where  ,  and    represents  the
Dirichlet kernel:

δN (p) =
sin(πp)

Nsin(πp/N)
×

ω−p/2
N , N even

1, N odd
.（15）

δN (p)

p = rN

hn

hα′m−αk

The  presence  of  the  Dirichlet  kernel  in  the
second  summation  in  Equation  (14)  indicates  that
the summation  is  equivalent  to  zero  padding   inter-
polation (see  Appendix  A).  So  the  second   sum-
maton  can  be  viewed  as  selecting  from    the
values  of n  that  make  ,  where  r  is an   arbit-
rary integer. This ensures the mathematical correct-
ness  of  the  interpolation  for  .  However,  the
second  summation  cannot  be  directly  equated  to

,  as  doing  so  would  hinder  the  analysis  of
which terms correspond to circular convolution and
which correspond to linear convolution. We can re-
write  Equation  (14)  in  a  form  similar  to  that  of
Equation (7):

S m = ∆x
0∑

k=−K+1

uk

N−1∑
n=0

hn×
{

1, n+αk = α′m+ rN
0, otherwise

,

（16）

where  r  is  an  arbitrary  integer.  We  thus  have  the
modified selection equation:

n+αk = α′m+ rN , （17）

k = −K +1,−K +2, · · · ,−1,0 m = 0,

1, · · · ,M−1

where  ,  and 
.  As  Equation  (14)  has  already  ensured

the formal correctness of the interpolation, the selec-
tion equation is also valid for non-integer n. This is
illustrated in Fig. 3 (color online).
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① ② ③

n+αk=α′m+Nn+αk=α′m−N n+αk=α′m

−K+1

0

N−1

 

Fig. 3    Modified selection equation
 

k =

−K +1,k = −K +2, · · · ,k = 0

hn u−K+1

u−K+2 u0

m = 0

m =

0,1, · · · ,M−1 S 0 S M−1

m = M−1

k = −K +1 N −1

The  diagram  is  equivalent  to  Equation  (14).
Adopting the analysis approach used in Section 2.1,
the horizontal  coordinates of  the intersection points
of  the  orange  line  with  the  blue  solid  lines 

  in  sequence  represent
the  subscripts  of    that  are  multiplied  by  ,

, ··· ,   in sequence for a specific m. Figure 3
shows  that  the  linear  convolution  terms  begin  at

.  The  required  number  of  linear  convolution
terms  is  M,  and  the  range  of  m  is  thus 

.  For all    to    to be linear con-
volution terms, line ① should not intersect the gray
area  when  .  Additionally,  to  improve  the
accuracy of  the  interpolation,  the  horizontal   co-
ordinate of the intersection point  of  straight  line ②
with  line    should  not  exceed  .
Therefore,

N≥α (K −1)+α′ (M−1)+1 . （18）

α α′

hn

r ≡ 0

Next,  we  analyze  the  relationship  between  the
scaling factor   and   and the sampling interval of
.  Under  the  condition  that  Equation  (18)  holds

(i.e.,  ), Equation (16) can be simplified as

S m = ∆x
0∑

k=−K+1

ukhα′m−αk . （19）

To  ensure  consistency  with  Equation  (2),  the
equation

hα′m−αk =h
(
x′0− x0

)
=

h
[(

x′0− x0
)
+ (m∆x′− k∆x)

]
（20）

m = 0,1, · · · ,M−1 k =

−K +1,−K +2, · · · ,0
must  be  hold  for  any    and 

. Which implies that

∆x
∆x′
=
α

α′
. （21）

Let us define

δx =
∆x
α
=
∆x′

α′
. （22）

Equation (20) is thus rewritten as

hα′m−αk = h
[(

x′0− x0
)
+ (α′m−αk)δx

]
. （23）

Therefore, the actual sampling sequence of the
IRF is

hn = h
(
x′0− x0+nδx

)
, （24）

n = 0,1, · · · ,N −1where  . Meanwhile, Equation (18)
can be rewritten as

N≥
1
δx

[(K −1)∆x+ (M−1)∆x′]+1 =

1
δx

[
(x0− x−K+1)+

(
x′M−1− x′0

)]
+1 . （25）

α α′

δx

hn

δx

δxmax

It is  important  to  note  that  we  have  not   spe-
cified the values of  ,  , and N, and we have only
provided ratios  and range constraints.  Which might
suggest  that    can be  any  value,  and   correspond-
ingly, the length N of   can be any positive integer.
But  apparently  it  is  inconsistent  with  our  physical
intuition.  As  mentioned  earlier,  the  essence  of  the
ISSC method is to use the scaled Fourier transform
to interpolate the IRF sampling sequence. Therefore,
to  satisfy  the  well-sampling condition,   must  not
exceed  the  Nyquist  interval  of  the  IRF.  However,
because the IRF is not band limited, there is no strict
Nyquist  interval,  which  means  that  the  actual
sampling interval must be smaller to achieve higher
interpolation  accuracy.  For  a  specific  application
scenario,  let    represent  the Nyquist  interval  of
the  IRF.  There  then  exists  a  minimum  sampling
number:

Nmin =
1
δxmax

[
(x0− x−K+1)+

(
x′M−1− x′0

)]
+1 .

（26）

γ≥1We take the parameter  , referred to as the
oversampling  factor,  to  get  the  actual  number  of
samples of the IRF:

N = [γNmin] . （27）

We then  determine  the  actual  sampling   inter-
val of the IRF:
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δx =
1

N −1
[
(x0− x−K+1)+

(
x′M−1− x′0

)]
. （28）

α α′

Referring to  Equations  (22)  and  (24),  we   ob-
tain the actual IRF sampling sequence as well as the
values  of  the  scaling  factors    and  . This   con-
cludes the basic construction of the ISSC method. 

2.3    Padding function
The  discrete  Fourier  transform  assumes  that

signals are periodic. Therefore, discontinuities at the
periodic  boundaries  of  a  finite-length  signal  which
is  periodic-extented  introduce  high-frequency  com-
ponents into the frequency spectrum, thereby affect-
ing the interpolation accuracy, as qualitatively illus-
trated  in  Appendix  B.  For  a  one-dimensional  IRF
sampling sequence, it may be possible to avoid this
discontinuity  by  appropriately  selecting  the  samp-
ling  number,  but  this  is  not  feasible  for  a  two-di-
mensional IRF sampling matrix.  To address this  is-
sue, we propose the concept of the padding function.
The  padding  function  is  constructed  by  using  the
slow-variation  property  of  the  IRF.  The  idea  is  to
append  the  padding  area  calculated  by  the  padding
function  to  the  end  of  the  sampling  matrix,  so  that
the periodic-extended sampling matrix can achieve a

smooth transition within the padding area, eliminat-
ing the discontinuities that originally existed on the
periodic boundary  and  thereby  reducing   interpola-
tion error.

The expression for the two-dimensional IRF is

h (x,y) = − z
2π

(
ik− 1

r

)
eikr

r2
, （29）

r =
√

x2+ y2+ z2 k =
2π
λ

λ

ik− 1
r
≈ ik

h (x,y;z)

where    and  ,  with    being

the  wavelength.  When r  is  sufficiently  large,  it  can

be  approximated  that  .  Under  this  slow-

varying  approximation,  the  local  frequency  of
 is given by

fx (x,y) =
1
2π
∂ (kr)
∂x
=

x
λr

fy (x,y) =
1
2π
∂ (kr)
∂y
=

y
λr

. （30）

h (x,y)

xn1
= x0+n1∆x yn2

= y0+n2∆y n1 =

0,1, · · · ,N1−1 n2 = 0,1, · · · ,N2−1

hn2 ,n1
= h

(
xn1
,yn2

)
h′

Let  the  sampling  coordinates  of    be
  and  ,  where 
  and  .  The  matrix

elements  of  the unpadded sampling matrix  of h are
given  by  .  Let  the  padding  length
for  each  row be P  and  the  padding  length  for  each
column be Q. The padded matrix is denoted as  :

h′ =



h0,0 · · · h0,N1−1 A0,0 · · · A0,P−1
...

. . .
...

...
. . .

...
hN2−1,0 · · · hN2−1,N1−1 AN2−1,0 · · · AN2−1,P−1

B0,0 · · · B0,N1−1 C0,0 · · · C0,P−1
...

. . .
...

...
. . .

...
BQ−1,0 · · · BQ−1,N1−1 CQ−1,0 · · · CQ−1,P−1


. （31）

The construction  of  the  padding  function   fol-
lows the principle that, for each row and column of
the sampling matrix,  the function values and deriv-
atives  of  the  padding  sequence  at  the  beginning
match  those  at  the  end  of  the  sampling  sequence,
whereas  the  function  values  and  derivatives  at  the
end of the padding sequence match those at the be-
ginning of the sampling sequence. Furthermore, the
closer the padding sequence is to the beginning, the
more its  frequency approaches  the  frequency at  the
end of the sampling sequence; conversely, the closer

sin2

it  is  to  the  end,  the  more  its  frequency  approaches
the frequency  at  the  beginning  of  the  sampling   se-
quence.  To sum up, it  is  appropriate to choose 
to construct the padding function. Before construct-
ing the padding function, it is important to note that,
according  to Fig.  3,  only  the “h”   part  in  Equation
(31)  will  participate  in  the  convolution  calculation
of the incident filed, and other parts don’t. There is
no specific  physical  meaning  of  the  padding   func-
tion,  it  is  just  a  mathematical  trick,  which aimes  to
reduce  the  discontinuity  of  the  periodic  extended
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matrix.

n2For  the  -th  row  of  the  sampling  matrix,  the

padding function is given by

An2 ,p =hn2 ,N1−1ei2π fx(xN1−1 ,yn2 )·(p+1)∆xcos2

(
π
2
· p+1

P+1

)
+

hn2 ,0e−i2π fx(x0 ,yn2 )·(P−p)∆xsin2

(
π
2
· p+1

P+1

)
.

（32）

n1For  the  -th  column  of  the  sampling  matrix,

the padding function is given by

Bq,n1
=hN2−1,n1

ei2π fy(xn1 ,yN2−1)·(q+1)∆ycos2

(
π
2
· q+1

Q+1

)
+

h0,n1
e−i2π fy(xn1 ,y0)·(Q−q)∆ysin2

(
π
2
· q+1

Q+1

)
,

（33）

p = 0,1, · · · ,P−1 q = 0,1, · · · ,Q−1where   and .

The construction of the padding function in the

overlapping region  is  somewhat  challenging   be-

cause  it  is  difficult  to  calculate  the  local  frequency

of  the  padding  area.  The  method  that  we  currently

use has some patchwork properties but  is  sufficient

to ensure the continuity on each boundary. First, we

construct two linearly varying frequencies:

fC1 (p) = fy
(
xN1−1,yN2−1

)
+

p
P−1

[
fy
(
x0,yN2−1

)− fy
(
xN1−1,yN2−1

)]
fC2 (p) = fy

(
xN1−1,y0

)
+

p
P−1

[
fy (x0,y0)− fy

(
xN1−1,y0

)]
.

（34）

Then the padding function for the p-th column

in the overlapping region is given by

Cq,p =AN2−1,pei2π fC1(p)·(q+1)∆ycos2

(
π
2
· q+1

Q+1

)
+

A0,pe−i2π fC2(p)·(Q−q)∆ysin2

(
π
2
· q+1

Q+1

)
. （35）

xmin = ymin = 0 xmax = ymax = 2 z =

100 N2 = N1 = 1000 P = Q = N1/5 λ =

1×10−3

Re {h} Re {h′}

Select  ,    mm, 

  mm,  ,  ,  and 

  mm  to  observe  the  effect  of  the  padding

function.  The  periodic  extension  of  the  unpadded

  and  the  padded    is  shown  in  Fig.  4

(color online).

 

Padding
area

Periodic
boundary

(a) (b)

 

h

h′
Fig. 4    Real part of periodic extension of (a)   before pad-

ding and (b)   after padding
 

It is seen that before padding, the function val-
ues exhibit a sharp change on the periodic boundary.
After  padding,  the  function  values  transition  sm-
oothly within the padding area. It is thus reasonable
to infer  that  the  existence  of  the  padding  area   re-
duces  interpolation  errors.  To  quantitatively  assess
the  effect  of  the  padding  function  on  interpolation
accuracy,  the  signal-to-noise ratio  (SNR)  is   calcu-
lated  using  Equation  (36)  for  different  padding
lengths:

S NR = 10log10

∑
n2

∑
n1

∣∣∣h̃n2 ,n1

∣∣∣2∑
n2

∑
n1

∣∣∣h̃n2 ,n1
−hn2 ,n1

∣∣∣2 , （36）

h̃

| fx|max =
∣∣∣ fy

∣∣∣
max
= 19.996

N1min = N2min = 80.984

γ≥1

N1 = [γN1min] N2 = [γN2min] ε≥0

P = [εN1] Q = [εN2]

γ ε

where    represents  the  signal  after  interpolation
with  the  padded  portion  discarded,  and  h  is  the
rigorous  value.  From  Equation  (30),  we  obtain

.  According  to  Equation

(26),  to  satisfy  the  well-sampling  condition,
.  An  oversampling  factor

  is  selected,  resulting  in  sampling  numbers
 and  . A parameter  ,

referred  to  as  the  padding  factor,  is  chosen  so  that
the  padding  lengths  are    and  .
Adopting  zero  padding  interpolation  method,  the
sampling numbers are increased by a factor of 4 be-
fore discarding  the  padded  part.  The  effects  of  dif-
ferent  sampling factors   and padding factors   on
the SNR are calculated, as presented in Fig. 5 (color
online). It is seen that when the sampling number is
equal  to  the  Nyquist  limit,  interpolation  introduces
errors  that  cannot  be  reduced  using  the  padding
function.  When  the  sampling  number  exceeds  the
Nyquist limit,  increases  in  both  the  sampling  num-
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ber  and padding length  enhance  the  SNR,  although
this  also  increases  computation  time  and  memory
requirements.  However,  the  SNR  obtained  here  is
only  for  the  IRF  and  does  not  represent  the  final
SNR of the numerical diffraction calculation.
  

90

80

70

60

50

S
N
R
/(
d
B
)

40

30

20

10

0 0.1 0.2 0.3 0.4

ε

γ
1.0
1.1
1.2
1.3

1.4
1.5
1.6
1.7

1.8
1.9
2.0

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

2.0

 

Fig. 5    Effects  of  the  oversampling  factor  and  padding
factor on the SNR of the IRF

 

Nx = N1+P

Nx

m = 0

It  is  important  to note that  after  appending the
padding area to the end of the IRF sampling matrix,
the  new  matrix  length  in  the  x  direction  becomes

.  Consequently,  the  value  of N  associ-
ated  with  the  forward  and  inverse  scaled  Fourier
transform calculations  in  Equation  (14)  is   corres-
pondingly updated to  , with the same logic apply-
ing  to  the y  direction.  According  to Fig.  3,  even  if
the  padding  length  varies,  the  linear  convolution
term  still  begins  at  .  This  convenience  arises
from the  change  in  subscripts  introduced  in   Equa-
tion  (9).  Without  this  adjustment,  constructing  the
padding function and determining the starting posi-
tion of  the  linear  convolution  term  would  be   com-
plex. 

3    Final two-dimensional solution and
numerical simulation

 

3.1    Two-dimensional solution of the ISSC method
The two-dimensional RSD formula is given by

U (x′,y′) =
x
Σ
u (x,y)h (x′− x,y′− y)dxdy, （37）

where h  is  the  IRF described by Equation (29).  On
the basis of the previous discussions, we can derive
a  numerical  computation  method  based  on  scaled
convolution by the following steps.

(
xk1
,yk2

)
k1 = 0,1, · · · ,K1−1 k2 = 0,1, · · · ,K2−1

∆x ∆y(
x′m1
,y′m2

)
m1 = 0,1, · · · ,M1−1 m2 = 0,1, · · · ,M2−1

x′ y′

∆x′

∆y′

(1) According  to  practical  requirements,   co-
ordinates    are  selected  in  the  input  plane,
where    and  .
The sampling points are equidistant in each of the x
and y directions, and the sampling intervals  are de-
noted   and  . In the observation plane, coordin-
ates    are  chosen  for  calculation,  where

  and  ,  whi-
ch are equally spaced in each of the   and   direc-
tions,  and  the  sampling  intervals  are  denoted 
and  .

| fx|max

δxmax

(2)  We  calculate    according  to  Equation
(30). According to the Nyquist theorem, the maxim-
um sampling interval of the IRF in the x direction is
denoted  :

δxmax =
1

2| fx|max
. （38）

γ≥1

δx

N1 x

α α′

δy

N2 β

β′ y

γ

ε

Select  an  oversampling  factor  .  Using
Equations (26),  (27),  and (28),  we calculate  the ac-
tual  sampling  interval    and  the  actual  sampling
number    of  the  IRF  in  the    direction.  Sub-
sequently, we derive the scaling factors   and   us-
ing Equation (22). The same approach applies to de-
termining the actual sampling interval  , the actual
sampling number  ,  and the scaling factors   and
  of  the  IRF  in  the    direction.  It  is  important  to

note that the oversampling factor   can take differ-
ent values in the x and y directions. For the sake of
simplicity,  this  paper  assumes  that  they  are  the
same, and the same is true for the padding factor  .
We  then  calculate  the  IRF  sampling  matrix  before
padding using Equation (24):

h =


h (X0,Y0) h (X1,Y0) · · · h

(
XN1−1,Y0

)
h (X0,Y1) h (X1,Y1) · · · h

(
XN1−1,Y1

)
...

...
. . .

...

h
(
X0,YN2−1

)
h
(
X1,YN2−1

) · · · h
(
XN1−1,YN2−1

)


, （39）

第 2 期 YANG Chen, et al. : Independent sampling and padding for ...... 375



where{
Xn1
= x′0− xK1−1+n1δx, n1 = 0,1, · · · ,N1−1

Yn2
= y′0− yK2−1+n2δy, n2 = 0,1, · · · ,N2−1

.

（40）

ε > 0

P = [εN1]

Q = [εN2]

(3) Let the padding factor  . Then, the pad-
ding  length  in  the x  direction  is  ,  and  the
padding length in the y direction is  . Fol-

h h′
lowing  the  method  outlined  in  Section  2.3,  we  pad
the IRF sampling matrix   to  .

(4)  The  generalization  of  the  one-dimensional
scaled  Fourier  transform  to  two  dimensions  is
straightforward;  it  simply  requires  applying  the
transformation to each row and each column separ-
ately. Equation (14) is thus rewritten as

S = IFFT2(α′ ,β′)
{
FFT2(α,β) {u} ·×FFTshift {FFT2 {h′}}

}
∆x∆y . （41）

The desired light fields in the observation plane
is given by S:

U
(
x′m1
,y′m2

)
= S m2 ,m1

. （42）

The developed  program  can  be  found  in   Git-
hub. 

3.2    Numerical test of the accuracy

f = 100 mm

z = f

∆x = ∆y = 5 μm K1 =

K2 = 1 000

θ = 6° λ = 532 nm

∆x′ = ∆y′ =
5

mag
μm

mag = 1,5,20

M1 = M2 = 500

x0 = ztanθ mm

The optical setup used for the numerical test is
shown in Fig. 6. A plane wave incident at an angle θ
is diffracted by a square aperture, with a thin lens of
focal  length    placed immediately   be-
hind the aperture. The observation plane is set at the
position  .  To  better  assess  the  accuracy  of  the
algorithm, we set the square aperture to be equal to
the input  plane,  i.e.,  the coordinate  range of  the  in-
put plane matches the coordinate range of the square
aperture.  The  aperture  is  sampled  at  intervals  of

  and  the  sampling  number  is 
.  The  incident  angle  and  wavelength  of

the plane wave are   and  . The ob-
servation  window  is  sampled  at  intervals  of

, where “mag” means “magni-

fication”   and  its  value  is  set  as  .  The
number  of  observation  points  is  .
The x-distance between the center of the input aper-
ture and the center of the observation window is set
to  .

γ = 1.2

ε = 0.2

mag = 20

Following  the  procedure  outlined  in  Section
3.1,  we set  the oversampling factor   and the
padding  factor  .  The  numerical  diffraction
results are shown in Fig. 7 (color online), where 7(a)
is the  reference  image  calculated  by  numerical   in-
tegration for  ,  and 7(b), 7(c), 7(d) are cal-

culated  by ISSC.  It  can be  seen that  the  contour  of
the pattern  calculated  by  the  ISSC  method  is   com-
pletely consistent with the pattern calculated by nu-
merical integration, which shows that the method is
indeed  feasible  for  general  cases  with  off-axis  and
magnification.

 
 

x
θ

x0
z

Thin lens

Aperture

Observation
window

 

Fig. 6    Setup  for  the  numerical  diffraction  of  off-axis  pr-
opagation
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Fig. 7    Numerical diffraction patterns at different magnific-
ations. (a) Reference image calculated by numerical
integration for  mag=20;  (b)  (c)  (d)  images   calcu-
lated by ISSC for mag=1, mag=5, mag=20

 

mag = 20

To evaluate  the  computational  accuracy of  the
proposed method, we keep   unchanged and
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use  the  numerical  integration  results  as  the  ground
truth. We  calculate  the  SNR  of  the  numerical   dif-
fraction pattern  corresponding  to  different   over-
sampling factors  and  padding  factors  using   Equa-
tions  (19)  and  (20)  from  Ref.  [9].  The  results  are
presented in Fig. 8 (color online).
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Fig. 8    SNR  of  numerical  diffraction  with  different  ov-
ersampling  factors  and  padding  factors  when 

 mm
 

It  can be seen that the larger the oversampling
factor and the padding factor are, the more accurate
the calculation  results  are.  But  this  will  also   in-
crease  the  calculation  load.  Therefore,  considering
the  needs  of  practical  applications,  the  two  factors
are not the larger the better. It is necessary to make a
trade-off  between  calculation  accuracy  and  calcu-
lation load. However, different factors may be selec-
ted  according to  different  application  scenarios  and
practical  needs,  so  the  selection  scheme  cannot  be
generalized. By observing the curve chart, it can be
seen  that  in  the  simulation  scenario  in  this  article,
after the padding factor exceeds 0.1, the increase in
its value  can  hardly  improve  the  calculation   accur-
acy,  so  the  padding  factor  can  be  selected  between
0.05−0.1. However, it  should be noted that in other
different  simulation  scenarios,  the  curve  chart  may
also  be  different,  which  cannot  be  generalized  and
needs to be selected according to practical needs. 

3.3    Comparison with DI-method
To  facilitate  comparison  with  the  DI-method,

we constrain the sampling intervals of the input and
observation planes to be equal, with no relative off-
set  between  their  centers.  The  width  of  the  input

L = 4

K = 1 000

L/2 = 2

plane is set to   mm, and the sampling number
is  .  The  width  of  the  square  aperture  is

 mm, as illustrated in Fig. 9 (color online).
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Fig. 9    (a) Schematic diagram of setup for comparison and
(b) square aperture

 

ε = 0.1

ND = 2K −1

The padding factor is fixed at  . We first
compare the SNR obtained from the proposed meth-
od,  using  different  IRF  sampling  numbers,  against
the SNR of the DI-method at various diffraction dis-
tances.  The  results  are  presented  in  Fig.  10,  where
the circle indicates the SNR of the DI-method, with
its IRF sampling number fixed at  .
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Fig. 10    SNR  obtained  by  the  ISSC  method  varying  with
the  sampling  number  of  the  IRF  at  a  propagation
distance  of  (a)   mm,  (b)   mm,  (c) 

 mm, and (d)   mm
 

It is observed that as the diffraction distance in-
creases,  the  ISSC  method  requires  fewer  samples
of  the  IRF  to  reach  the  SNR  of  the  DI-method.
This  phenomenon  occurs  because  an  increase  of  in
propagation  distance  corresponds  to  a  reduction  of
the  local  frequency  of  the  IRF  at  the  edges  of  the
sampling range.  Consequently,  the  sampling   num-
ber  required  to  satisfy  the  well-sampling  condition
also decreases. This decrease indicates that at larger
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diffraction distances, the adoption of the ISSC meth-
od  appreciably  reduces  the  computational  load  at  a
small  cost  in  computational  accuracy.  Additionally,
it is noted that the SNR of the ISSC method cannot
exceed that of the DI-method. This limitation arises
because  the  DI-method  is  inherently  a  non-approx-
imate method, equivalent to the discretized RSD in-
tegral,  and  its  computational  accuracy  depends
solely on the sampling density of the input plane. By
contrast, the  ISSC  method  approaches  the   discret-
ized  RSD  integral  through  interpolating  the  IRF
sampling  matrix,  and  its  computational  accuracy
thus  only  approximates  and  cannot  exceed  that  of
the DI-method.

γ = 1

In  order  to  further  quantify  the  computational
time  required  for  the  proposed  method  to  achieve
the  necessary  computational  accuracy,  we  keep  the
oversampling factor   unchanged and the aver-
age computation time of ISSC method varying with
the  propagation distance is  shown in Fig.  11  (color
online).
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Fig. 11    Average computation  time  of  ISSC  method   vary-
ing with the propagation distance

 

It  can  be  seen  that  the  average  computation
time of the ISSC method decreases as the propaga-
tion  distance  increases.  When z  is  not  so  large,  the
computation time of ISSC is higher than that of DI,
because  ISSC  method  requires  7 FFTs  while  DI
method  only  requires  3 FFTs,  and  the  size  of  the
matrices that to be computed of the two method are
nearly the same. When the propagation distance be-
comes  large,  the  size  of  IRF  sampling  matrix  will

decrease as  shown is Fig.  10,  leading the reduction
of the average computation time of ISSC method. 

3.4    Discussion

γ

ε

Nmin

N = 2 001

α = α′ = 1

The  IRF  sampling  number  N  for  the  ISSC
method can  be  freely  adjusted.  To  satisfy  the  well-
sampling  condition  for  the  IRF,  the  oversampling
factor   must not be less than 1. Additionally, an ap-
propriate padding factor   should be selected to re-
duce interpolation errors. When the propagation dis-
tance  is  large,  leading  to  a  small  ,  this  method
can achieve  sufficiently  high  computational   accur-
acy with a small computational load. In addition, the
curve  of  the  change  of  SNR  with  N  of  the  ISSC
method  in  Figure  10(a)  shows  a  sudden  change
when  ,  which  coincides  with  the  SNR of
the DI  method.  This  is  because  according  to   Ap-
pendix B, when the discrete sequence is upsampled
by integer multiples, the value of the original points
remain unchanged after upsampling. If   is
added,  the  ISSC  method  degenerates  into  the  DI
method. 

4    Conclusion

We  investigated  and  reconstructed  a  scaled
convolution method and proposed the ISSC method.
Unlike traditional approaches, the proposed method
uses an improved scaled Fourier transform to inter-
polate the IRF sampling matrix, thereby accommod-
ating general cases where the sampling intervals and
numbers of the input and observation planes are not
equal.  Additionally,  we  introduced  the  concept  of
the  padding  function  and  its  construction  method,
enabling smooth transitions at the periodic boundar-
ies of  the  periodically  extended  IRF sampling  mat-
rix,  thus  reducing interpolation errors.  This  method
is highly flexible, allowing for arbitrary selection of
the  IRF  sampling  intervals,  independent  of  the
sampling intervals and numbers of the input and ob-
servation  planes,  which  ensures  that  the  well-
sampling condition  is  always  satisfied  while   en-
abling the selection of appropriate oversampling and
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padding  factors  to  balance  computational  accuracy
and efficiency according to practical  needs.  Futher-
more, the larger the propagation distance, the smal-
ler  the  computation  amount  and  the  corresponding
computation time required to achieve sufficient cal-
culation accuracy. This is a unique advantage of the
method we proposed. 

Appendix A:  zero  padding   interpola-
tion

x (n) 0≤n≤N −1

M≥N

In the field of  signal  processing,  there exists  a
commonly used  interpolation  method.  Given  a   sig-
nal sequence   of length N, where  ,
the procedure for increasing the number of samples
to M (assuming  ) is as follows.

f (k)

x (n) 0≤k≤N −1

Compute the discrete Fourier transform   of
, where  :

f = fft {x} . （43）

We then have

f (k) =
N−1∑
n=0

x (n)ωnk
N . （44）

y (m)Create  a  zero-valued  sequence    of  length
M and replace its elements according to

y (m) =


f (m) , 0≤m≤

N+

2
−1

0, others

f (m−M+N) , M−N +
N+

2
≤m≤M−1

,

（45）

where

N+ =
{

N, N even
N +1, N odd

. （46）

y (m)

x̃ (t) x (n) 0≤

t≤M−1

Perform the  inverse  discrete  Fourier  transform
on    and  divide  by  the  energy  decay  to  obtain
the  interpolated  sequence    of  ,  where 

:

x̃ =
M
N

ifft {y} . （47）

We then have:

x̃ (t) =
M
N
· 1

M

M−1∑
m=0

y (m)ω−mt
M =

1
N

N+

2 −1∑
m=0

f (m)ω−mt
M +

1
N

M−1∑
m=M−N+

N+

2

f (m−M+N)ω−mt
M =

1
N

N+

2 −1∑
m=0

N−1∑
n=0

x (n)ωnm
N ω

−mt
M +

1
N

M−1∑
m=M−N+

N+

2

N−1∑
n=0

x (n)ωn(m−M+N)
N ω−mt

M =

1
N

N+

2 −1∑
m=0

N−1∑
n=0

x (n)ωm(n−αt)
N +

1
N

−1∑
m=−N+ N+

2

N−1∑
n=0

x (n)ωm(n−αt)
N =

1
N

N−1∑
n=0

x (n)

N+

2 −1∑
m=−N+

N+

2

ωm(n−αt)
N =

N−1∑
n=0

x (n)δN (p) , （48）

p = n−αt α =
N
M t = 0,1, · · · ,M−1

δN (p)

where  ,  ,  and  .

The term   represents the Dirichlet kernel:

δN (p) =
sin(πp)

Nsin(πp/N)
×

ω−p/2
N , N even

1, N odd
.（49）

p = 0 δN (p)

x̃ (t) = x (αt)

α > 1

Equation (48) can thus be interpreted as select-
ing  the  values  of n  that  satisfy    using  ,
yielding  .  It  is  important  to  note  that
only for Equation (48), the correctness of the result
still holds when  . 
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Appendix B: interpolation error

x (n) = sin
(π
5

n
)

N = 20 n =

0,1,2, · · · ,N −1

x̃ (n)

Assume  a  signal  defined  as 

with  a  sampling  number  of  ,  where 
.  Using  the  interpolation  method

outlined in Appendix A, the sampling number is in-
creased  to  10N  to  obtain  ,  as  illustrated  in
Fig. 12.
  

0.5

1.0

−0.5

0

n−1.0

0 5 10 2015

sin(5n)π

x(n)
x(n)

 

x̃ (n) N = 20

Fig. 12    Analytical curve, original signal x(n), and interpol-
ated signal   for 

 

It is  evident  that  when  the  periodically   exten-
ded signal is continuous at the boundaries, the inter-

N′ = 15 x (n)

10N′

x̃ (n)

polated  signal  closely  matches  the  accurate  values.
However,  if  the  sampling  number  is  altered  to

  so  that  the  periodically  extended    be-
comes  discontinuous  at  the  boundaries,  and  the
same  interpolation  method  is  used  to  increase  the
sampling  count  to  , the  resulting  signal  is   de-
noted as  ，as shown in Fig. 13.

  
0.5

1.0

−0.5

0

n−1.0

0 5 10 15
sin(5n)π

x(n)
x(n)

 

x̃ (n) N′ = 15

Fig. 13    Analytical curve, original signal x(n), and interpol-
ated signal   for 

 

We  then  observe  that  the  discontinuities  pre-
sent at the boundaries diminish the interpolation ac-
curacy,  with  interpolation  errors  increasing  as  one
approaches the boundaries.
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