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Abstract: We propose cosh-Pearcey-Gauss beams with uniform polarization, which are mainly modulated by

a hyperbolic  cosine function (n, Ω)  and the angles  related to  uniform polarization (α, δ).  Based on angular

spectrum  representation  and  the  stationary  phase  method,  the  Poynting  vector,  Spin  Angular  Momentums

(SAM) and Orbital Angular Momentums (OAMs) in the far zone are studied. The results show that a larger n

or Ω in the hyperbolic cosine function can partition the longitudinal Poynting vectors, SAMs and OAMs into

more multi-lobed parabolic structures. Different polarizations described by (α, δ) can distinguish their Poynt-

ing vectors and angular momentums between the TE and TM terms, though this does not affect the patterns

of  the  whole  beam.  Furthermore,  the  weight  of  the  left  and  right  sides  of  longitudinal  Poynting  vectors,

SAMs and OAMs in TE and TM terms can be modulated by left-handed or right-handed elliptical polariza-

tion, respectively. The results in this paper may be useful for information storage and polarization imaging.
Key words: cosh-Pearcey-Gauss beams; spin angular momentum; orbital angular momentum; Poynting vec-
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均匀偏振 cosh-Pearcey-Gauss 光束的远场坡印廷
矢量，自旋与轨道角动量

廖　赛，程　科*，黄宏伟，杨嶒浩，梁梦婷，孙望轩
（成都信息工程大学 光电工程学院, 四川 成都 610225）

摘要：本文提出了均匀偏振 cosh-Pearcey-Gauss 光束，其主要由双曲余弦函数 (n, Ω) 和偏振相关角度 (α, δ) 所调制。基于

矢量角谱法和稳相法，研究了该光束的远场坡印廷矢量、自旋角动量和轨道角动量。研究结果表明：较大的双曲余弦函

数值能将远场坡印廷矢量、自旋角动量和轨道角动量分割成多瓣抛物线结构。虽然左旋和右旋椭圆偏振不能影响整个

光束结构，但却可通过调节 TE 和 TM 项的左半边和右半边的分布权重，进而分辨出光束的远场坡印廷矢量和角动量分

布。本文结果对信息存储与偏振成像技术领域有着潜在的应用价值。
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1    Introduction

Pearcey function  with  non-convergence  or   in-
finite energy is the second type of catastrophic func-
tion.  It  can be expressed by the integral  formula of
oscillating  structure[1].  In  2012,  Ring  et  al.  intro-
duced  the  Gaussian  envelope  to  confine  its  energy,
wherein the  Pearcey  beams  were  theoretically   pro-
posed  and  experimentally  demonstrated[2].  It  was
found that the Pearcey beams also have self-healing
and  auto-focusing  properties  that  are  analogous  to
the Airy beams in real space propagation. Half-Pear-
cey  beams[3],  Bi-Pearcey  beams[4],  symmetric  odd-
Pearcey beams[5] and chirped Pearcey beams[6] have
also  been  extensively  studied.  For  example,  Deng
et al. found that the tunable circular Pearcey beams
with an  annular  spiral-zone  phase  possess  the   dis-
tinctive ability to trap particles[7]. Zhao et al. showed
that the properties of autofocusing performance and
the  inversion  effect  could  be  perfectly  inherited
without being affected by spatial coherence[8].

For  optical  catastrophe  beams,  their  vectorial
structures  can  be  analyzed  by  using  vector  angular
spectrum and  stationary  phase  methods.  For   ex-
ample,  the  intensity  profiles  of  the  Generalized
Humbert-Gaussian  beams  were  obtained  by  the
above methods and it  was noted that  the side-lobes
decrease with a decrease in the topological charge of
the helical axicon[9]. Jia et al. found that topological
charge,  truncation  parameters  and  ellipticity  angles
have  a  great  influence  on  the  far-field  vectorial
structures  of  a  Laguerre-Gaussian  beam  diffracted
by a  circular  aperture[10].  Furthermore,  our  previous
work  also  showed  that  the  symmetry  and  direction
of  the  far-field  vectorial  structures  of  a  Pearcey-
Gauss vortex beam can be modulated by topologic-
al charges and noncanonical strength[11]. On the oth-
er hand, Spin Angular Momentum (SAM) is associ-
ated with polarization. In a scalar field, SAM can be

described by its  Third  Stokes  parameters  and Poin-
caré  sphere[12].  However,  for  the  vector  field,  the
vectorial  SAM  and  Orbital  Angular  Momentum
(OAM) should be considered. In addition, the intro-
duction of  the  cosh  function  will  bring  more   de-
grees of freedom for the Pearcey beams.

This  paper  is  focused  on  the  influence  of  the
initial  polarization  state  and  cosh  function  on  the
Poynting  vector,  SAM and  OAM of  cosh-Pearcey-
Gauss  beams (cPeG) in  the  far  zone.  Our  proposed
beams with different polarizations can have varying
weights of OAM densities in the TE and TM terms.
The  results  obtained  are  different  from  those  of
Pearcey-Gauss  vortex  beams  and  provide  potential
applications in information storage and polarization
imaging[13-15]. 

2    Uniformly polarized cosh-Pearcey-
Gauss (cPeG) beams

Assume  the  uniformly  polarized  cPeG  beam
propagates in  free  space  with  an  electric  permittiv-
ity  of  ε  and  a  magnetic  permeability  of  μ.  In  the
Cartesian coordinate system, the electric field of the
cPeG beams with uniform polarization at the source
plane z=0 is expressed by[2, 16-22]
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where α is the azimuthal angle in polarization, δ de-
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components of the electric field, and Ω and n are the
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where w0  is  the  beam  waist  width  of  the  Gaussian
term, and Pe(x/x0, y/y0) is the Pearcey function with
x0 and y0 of scaling lengths in the x- and y- axes, re-

spectively. The vector angular spectrums of A(p, q)
of cPeG beams are given by[18-21]
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where  the  wave  number k=2π/λ  is  related  to  the
wavelength λ. Substituting Eqs. (1)−(2) into Eq. (3),

one can obtain the analytical expressions of the vec-
tor angular spectra as
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From Eqs. (4)−(5), one can find that the angu-

lar spectrum is composed of a Pearcey function and

a Gaussian term with Ω and n in the cosh part. Fig.1

(color online)  shows  the  initial  intensity  and   angu-

lar spectrum of cPeG beams for n=1, 2 and 4. From

Fig.1, it can be seen that the central zone in the ini-

tial intensity darkened and the main lobe that origin-

ates  from  the  Pearcey  factor  and  gradually  fades

with the increasing n. The amplitudes in the angular

spectra exhibit a parabolic structure due to the Pear-

cey factor with a lower-order n=1 in Fig. 1 (d). These

parabolic spectra can be partitioned into more com-

plex  structures  by  increasing  the  order  of  the  cosh

part’s n as shown in Figs.1 (e)−(f). A higher-order n

(n=4) leads to the appearance of a dark zone of an-

gular  spectrum  in  the  center  as  shown  in  Fig.1(f),

and the maximal values are located on the side lobe

of the parabola. One can find that the angular spec-

trum can be modified with a higher-order hyperbol-

ic cosine function, i.e. Ω and n, and its far-zone vec-
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Fig. 1    The initial intensities and angular spectra of the cPeG beams with different initial polarization states for n=1, 2 and 4.
(a), (d): α=π/4, δ=π/8; (b), (e): α=0, δ=0; (c), (f): α=π/4, δ=−3π/4. The phase distribution and polarization states are de-
scribed in the top form left to right in Figs.1 (a)−(c). Blue: left-handed elliptical polarization; Red: right-handed elliptic-
al polarization; Black: linear polarization. The parameters are x0=y0=100 μm and Ω=1.4
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torial structures in SAM and OAM is worthy of fur-
ther  analysis.  The  theoretical  design  of  the  cPeG
beams by encoding the amplitude and phase of their
Fourier spectrums onto a spatial light modulator, as

shown in Fig. 2 (color online), where the uniformly
linearly, circularly or elliptically polarized light can
be produced by wave plates.
 

 
 

cosh-Pearcey-Gauss
Beams

Wave plate

BS

Polarizer
Laser

f

f

SLM

 

Fig. 2    The theoretical  design scheme of the cPeG beams with uniform polarization.  BS: Beam Splitter;  SLM: Spatial  Light
Modulator

 
 

3    Far-zone vectorial structure of cPeG
 beams

An arbitrary vectorial electromagnetic field can
be separated  into  two  orthogonal  terms  of   Trans-
verse  Electric  (TE)  and  Transverse  Magnetic  (TM)
fields, and it can be as the sum of TE and TM terms
and defined as E=ETE+ETM and H=HTE+HTM where
E  and  H  denote  the  whole  electric  and  magnetic
fields, respectively[10, 18, 20].  The far-zone behavior of
the  electromagnetic  field,  i.e. E  and H  can be   fur-
ther  analyzed  by ETE, ETM, HTE  and HTM,  respect-
ively. These electric and magnetic fields can be ob-
tained  by  vector  angular  spectra  and  the  stationary
phase  method  in  the  far  zone[18-23].  Our  attention  is
directed  to  the  dependence  of  the  Poynting  vector,
spin and orbital angular momentum densities of the
cPeG beams in uniform polarization (α, δ). Further-
more, the influences of the parameters and the order
of  the  hyperbolic  cosine  function Ω  and  n  on  the
vectorial structures of ETE, ETM, HTE and HTM in the
far zone are also investigated in detail. The calcula-
tion  parameters  are  λ=633  nm, x0=y0=100  μm  (un-
less otherwise stated), w0=1mm and z0=ky02. 

3.1    Poynting vector
The  magnitude  and  direction  of  energy  flow

during electromagnetic wave propagation can be de-

scribed  by  the  Poynting  vector.  The  longitudinal

component of the Poynting vector is proportional to

the  light  intensity,  and  its  transversal  component

shows  the  magnitude  and  direction  of  the  complex

power  flow  in  a  fixed  plane.  The  transversal  and

longitudinal  components  of  the  separated  TE  and

TM terms are given by[22]
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where σ=TE or TM, Re represents the real part and

the asterisk is complex conjugation.

The effect of uniform polarization (α, δ) on the

Poynting vectors of the cPeG beams, including TE,

TM terms and whole beam, at z=50z0 in free space is

shown in Fig. 3, where the magnitude and direction

of the transverse Poynting vectors are shown by ar-

rows. One can see that the patterns in Poynting vec-

tors  are  parabolic  structures  due  to  the  Pearcey

factor,  and  the  energy  flow  moves  from  the  top  to

the side of the parabola. Although the parabolic pat-
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terns of  a  whole  beam are  unaffected by initial  po-
larizations,  the  symmetry  of  longitudinal  Poynting
vectors  in  the  TE and  TM terms  can  be  modulated
by  uniform  polarization  (i.  e., α,  δ).  The  parabolic
patterns of the TE and TM terms in cPeG beams are
symmetric  about  horizontally  linear  polarization
(α=δ=0)  as  shown  in  Figs.3  (b) and  (e)  (color   on-
line), and other polarizations regulate parabolic pat-
terns in the TE and TM terms. For example, the left
side  of  the  TE  term  is  more  influential  in  the  left-
handed (LH) elliptical polarization (α, δ)=(π/4, π/8)
in Fig.3 (a) (color online), but the right one domin-
ates the TE term in the right-handed (RH) elliptical
polarization  (α,δ)=(π/4,  −3π/4)  in  Fig.3  (g)  (color

online).  Furthermore,  the  topological  charge  in  the
TE and TM terms will change if the uniform polar-
izations (α, δ) are modulated, and the net topologic-
al charge is always zero under uniform polarization
(α,  δ)  due  to  the  topological  charges  of  the  two
terms being opposite. Fig.4 (color online) shows the
Poynting  vectors  of  cPeG  beams  in  free  space  for
different n and Ω at z=50z0, where the LH elliptical
polarization  is  given  by  (α,  δ)=(π/4,  π/8).  One  can
find that the TE, TM and whole terms present mul-
tilobed parabolic structures in longitudinal Poynting
vectors, and  the  number  of  partitioned  lobes   in-
creases with an increase in n or Ω. The intensities of
the dark zones on the parabolic patterns are nonzero. 
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Fig. 3    Normalized  longitudinal  Poynting  vector  (backgrounds)  and  transversal  Poynting  vector  (arrows)  of  cPeG  beams
for  different  uniform polarizations  (α, δ)  at  z=50z0.  (a),  (d),  (g):  TE  term;  (b),  (e),  (h):  TM term;  (c),  (f),  (i):  whole
beam. The parameters are n=2 and Ω=1.4. The red point symbolizes topological charge l=+1, and the white point de-
notes l=−1
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Fig. 4    Normalized  longitudinal  Poynting  vector  (backgrounds)  and  transverse  Poynting  vector  (arrows)  of  cPeG beams  for
different n and Ω at z=50z0, where the uniform polarization is (α, δ)=(π/4,π/8)

 

3.2    Spin angular momentum

Angular momentum carried by the electromag-

netic field, in tandem with its mechanical properties,

is  comprised  of  spin  and  orbital  components.  The

intrinsic  spin angular  momentum is  associated with

left-  and  right-handed  circular  polarizations,  while

the  orbital  component  originates  from  the  spatially

helical phase of the wavefield. The total angular mo-

mentum of the electromagnetic  field can be written

as the sum of the spin and orbital components[13, 24-25]

J = L + S=
"

2i!

w
dr

X

j=x;y;�]

E�
�; j (r � r )E�; j+

"
2i!

w
drE �

� � E� ; �Ä���Å

where σ=TE or TM, ε is the permittivity of the vacu-

um, ω  is  the  angular  frequency,  and  the  first  and

second  terms  on  the  right  side  of  Eq.  (9)  denote

SAM and OAM, respectively.

Figs. 5 and 6 (color online) give the dependen-

cies of the SAM of the TE term, TM term and whole

beam  with  uniform  polarization  (α,  δ), cosh   para-

meters Ω and the order  number n  in free space,   re-

spectively.  For  linear  polarization,  the  transversal

and longitudinal SAMs do not exist. For LH or RH

elliptical  polarization,  the  longitudinal  SAMs  are

less or  larger  than zero,  respectively.  The  longitud-

inal SAM in the left side of TE terms has an advant-

age over that on the right side, but for TM terms, the

opposite is true. The superposition of the left side in

the TE term and the right  side in  the TM term res-

ults  in  the  multilobed  parabolic  structures  of  the

whole beam in SAM densities,  and the peak values

of  their  SAM  densities  are  located  on  two  sides

rather than the vertex of their parabolas. From Fig.6,

it is clear that the SAM densities can be partitioned

by larger cosh parameters Ω and order numbers n. In

addition, the transverse SAM of a whole beam is de-

termined by the TM term owing to the z-component

of the  TE term not  existing,  and  these  vectorial  ar-

rows present different directions.  The arrows in the

right side point to the left in Figs.5 (c), but those in

the left side point to the right as shown in Fig.5 (f).

More details on the evolution of transversal SAM in

whole beams are provided in Supplementary Videos
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1 and 2 (see the article online), wherein one can find
that  an  alternative  variation  of  transverse  SAMs  is
presented.  Its  direction  in  the  left  side  varies  from
right to left for LH polarization where 0<α<π/2 and
δ=π/8 as shown in Video 1, whereas its change dir-

ection  is  opposite  for  the  RH  polarization  with
π/2<α<π and δ=π/8 in Video 2, which indicates that
the direction of  transversal  SAMs is  closely related
to LH or RH polarization.
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Fig. 5    Normalized  longitudinal  SAM (3D and  2D)  and  transverse  SAM (arrows)  of  cPeG beams  at z=50z0.  (a)−(c): α=π/4,
δ=π/8; (d)−(f): α=π/4, δ=−3π/4. The other parameters are the same as those in Fig. 3
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Fig. 6    Normalized longitudinal (3D and 2D) SAM and transverse SAM (arrows) of cPeG beams (n=1, 4) at z=50z0. (a)−(c):
n=1, Ω=3; (d)−(f): n=4, Ω=1. The other parameters are the same as those in Figs. 5 (α=π/4, δ=π/8)

 
 

3.3    Orbital angular momentum

The dependencies  of  longitudinal  and   trans-

verse OAMs of TE, TM and whole beams on differ-

ent  polarization  in  free  space  are  shown  in  Fig.7

(color online). Although the initial polarization can-

not affect longitudinal and transversal OAM densit-

ies  in  whole  beams,  it  can  vary  the  distribution  of

longitudinal OAM  in  TE  and  TM  terms.  For   ex-
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ample,  their  longitudinal  OAMs  with  parabolic
structures both appear in the left and right sides for
linear  polarization  (α=0,  δ=0)  in  Figs.7  (d)−(f),
whereas  for  other  polarizations,  the  left  side  of  the
TE term or the right side of the TM term can only be
presented. The results indicate that the initial polar-
ization can be used to distinguish the distribution of

OAM densities in the TE and TM terms. For whole
beams, their longitudinal OAM densities with multi-
branched  structures  are  equivalent  in  the  positive
and  negative  directions,  which  results  in  a  zero
value of  the net  OAM. However,  the sum of  OAM
densities in  the  TE  or  TM  terms  is  non-zero   be-
cause of their asymmetry about x=0.
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Fig. 7    Normalized longitudinal OAM (3D and 2D) and transverse OAM (arrows) of cPeG beams (Ω=1.4) at z=50z0. (a)−(c):
α=π/4, δ=π/8; (d)-(f): α= 0, δ= 0; (g)−(i): α=π/4, δ=−3π/4; The other parameters are the same as those in Fig. 3. (n=2)

 

Fig.8 (color online) further describes the influ-
ence  of  the  cosh  parameter  and  order  number  on
longitudinal  and  transversal  OAMs.  In  Fig.8,  one
can see that the Lz with a larger Ω or n tends to parti-
tion  more  branches  along  parabolic  structures,
which  is  analogous  with  the  multi-lobed  structures
in Fig.4. In Fig.8 (a), one can see that the left side of
Lz  in  the TE term is  asymmetric  with its  right  side.
The sum of the negative values is larger than that of
the  positive  values,  which  leads  to  a  negative Lz  in

the TE term. The behavior is also verified by the to-
pological charge TC=−1 in Fig.4 (a). A similar case
is  also  found  in  TM  terms  with  a  positive  Lz.
However, for whole beams, the superimposed OAM
of the left  side in the TE term and the right  side in
the TM term constitute their parabolic patterns with
a zero-value Lz due to the fact that the sum of negat-
ive values in the TE term equal the sum of positive
ones in the TM term, which can be easily explained
by the non-vortex at the input plane. 
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Fig. 8    Normalized longitudinal and transverse (arrows) OAM of cPeG beams (n=1, 4). (a)−(c): n=1, Ω=3; (d)−(f): n=4, Ω=1
at z=50z0. The other parameters are the same as those in Fig. 4

 
 

4    Conclusion

By  introducing  the  hyperbolic  cosine  function
to Pearcey beams and the Poynting vector, the SAM
and OAM of cPeG beams with uniform polarization
are studied  by  using  angular  spectrum   representa-
tion and the stationary phase method.  Although the
vortex is not embedded at the original plane, the far-
zone  TE  and  TM  terms  can  still  carry  topological
charge  with  a  spiral  phase  owing  to  polarization.
The topological charges in the TE and TM terms are
opposite, which results in the net topological charge
of the whole beams always being zero. A larger n or
Ω  in  the  embedded  hyperbolic  cosine  function  can
partition  the  far-zone  Pearcey  pattern  into  more
multi-lobed  parabolic  structures.  The  longitudinal
SAMs in the left side of TE terms have distinct ad-
vantages over those in the right side, but the oppos-
ite  holds true for  TM terms.  The sums of  SAMs in
TE terms, TM terms and whole beams are all less or
larger than zero due to  the  LH or  RH elliptical  po-
larization at the original plane, respectively. In addi-

tion, the evolution of direction in a transversal SAM
is significantly altered by LH or RH polarization as
shown in  Videos  1 and  2.  The  OAMs in  the  whole
terms  are  not  affected  by  initial  polarization,  but
their  longitudinal  OAMs  in  the  TE  and  TM  terms
can be  changed.  The results  indicate  that  the  initial
polarization can be used to distinguish the distribu-
tion of OAM densities in its TE and TM terms. The
left and right sides of Lz is asymmetric owing to the
TE or TM wavefields with topological charges. The
results  obtained  in  this  paper  should  be  useful  for
understanding the vectorial structure of cPeG beams
in the far zone, and have potential applications in in-
formation storage and polarization imaging. 

Supplementary Material

Supplementary  Video  1:  The  evolution  of
transverse  SAM  of  cPeG  (n=2)  beams  at  α=
0~π/2 in far zone.

Supplementary  Video  2:  The  evolution  of
transverse SAM of cPeG (n=2) beams at α=π/2~π in
far zone.
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