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摘要：ＫｒａｍｅｒｓＫｒｏｎｉｇ关系（简称ＫＫ关系）是希尔伯特变换的一个特例，描述了具有因果性的平方可积函数实部与虚部
之间的数学联系，具有普适的物理背景。本文介绍了 ＫＫ关系的历史及数学物理本质，详细阐述了其在电学、磁学、声
学、光学、人工介质以及光通信中的具体形式、涵义及应用，包括反射和透射响应函数、电极化率、介电常数、折射率、电导

率、电阻抗、磁导率、原子散射因子、绝热压缩系数、声折射率、单边带时域信号、空间隐身介质还有各种非线性介质等。

分析了截断误差在实际应用中对ＫＫ积分计算结果的影响，总结了各种积分限外推方法以及各种基于锚点的减法ＫＫ关
系，包括单减ＫＫ关系、多减ＫＫ关系及差分多减ＫＫ关系等。
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１　ＫＫ关系的提出

　　ＫＫ关系指的是响应函数的实部与虚部之间
的一种数学关系，自从Ｋｒｏｎｉｇ（１９２６）［１］和Ｋｒａｍｅｒｓ
（１９２７）［２］利用原子气体模型推导出来以后，它就
在光学、材料、非线性、通信等领域得到了广泛而

重要的应用。ＫＫ关系的独特魅力在于，虽然它
原始的推导基于具体的物理模型，或者是基于信

号的线性、因果性和无限频率下对激励的响应为

０这样的物理实在，但它的确可以不依赖于任何
模型而存在，它的美在于它纯粹的数学性之中蕴

含的应用的普适性，这是两位提出者始料未及

的［３］。

２　ＫＫ关系的本质

　　ＫＫ关系本质上是希尔伯特变换的一个特
例。

２．１　希尔伯特变换［４］

希尔伯特变换定义为输入信号ｆ（ｔ）与物理上
不可实现的冲击响应 １／πｔ的卷积，即输出信号

Ｆ（ｔ）＝ｆ（ｔ）（１／πｔ）＝１／π∫
∞

－∞
ｆ（ｔ－τ）ｄτ／τ，该

变换过程可以看成是一个全通型 ９０°相移网
络［５］。理论上希尔伯特变换可以用来做解调器，

把幅度和频率都被调制的波解调出来，但由于其

变换不是因果的而不能实现实时解调。

２．２　ＫＫ关系本质上是具有因果关系的平方可
积函数的希尔伯特变换

对于解析函数，即任何具有因果关系的平方

可积 Ｌ２函数 ａ（ｘ）而言，希尔伯特变换便演化为
ＫＫ关系，它揭示了其傅立叶变换 ａ（ｘ）＝ｕ（ｘ）＋
ｉｖ（ｘ）实部和虚部之间数学上的内在联系［６］，即：

ｕ（ｘ）＝１
π
Ｐ∫

∞

－∞

ｖ（ｘ′）
ｘ′－ｘｄｘ′， （１）

ｖ（ｘ）＝－１
π
Ｐ∫

∞

－∞

ｕ（ｘ′）
ｘ′－ｘｄｘ′， （２）

此处Ｐ为柯西主值积分，其积分区域是将被积函
数的极点ｘ′用极小的半圆去除后形成的，图１中
除了该点以外整个的上半复平面（带实轴）。

图１　公式（１）的积分区域（Ｒ→∞，ｒ→０）
Ｆｉｇ．１　Ｉｎｔｅｇｒａｌｒｅｇｉｏｎｏｆｆｏｒｍｕｌａ１（Ｒ→∞，ｒ→０）

若ａ（ｔ）是实函数，则 ａ（－ｘ）＝ａ（ｘ），号
为复共轭，因此 ａ（ｘ）的实部是偶函数，虚部是奇
函数，这在量子力学散射问题中称为交叉条件。

上述条件赋予了函数ａ（ｔ）和 ａ（ｘ）重要的物理意
义，例如ａ（ｔ）代表系统的时域响应，ａ（ｘ）代表其
频率响应，若将ｘ用频率ω代替可得［７］：

ｕ（ω）＝２π
Ｐ∫

∞

０

ｖ（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′， （３）

ｖ（ω）＝－２π
Ｐ∫

∞

０

ｕ（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′． （４）

２．３　因果关系的两层涵义［８］

因果性或因果关系是 ＫＫ关系的基石，一般
有两层涵义，前者具有更普遍的意义。

（１）原始因果性：结果不能超前于原因，即
ｔ＜０时，ａ（ｔ）＝０；

（２）相对论因果性：任何信号的传播速度都
不能超过光速。

３　超收敛定理和求和规则［６，９１０］

　　ＫＫ关系涉及到了∞的积分，为了研究柯西
积分函数在无穷远处的渐近行为，引入超收敛定

理以及ｆ求和规则。
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３．１　超收敛定理

研究ｙ→∞时ｇ（ｙ）＝Ｐ∫
∞

０
ｆ（ｘ）／（ｙ２－ｘ２）ｄｘ

的渐近行为，其中 ｆ（ｘ）＝Ｏ［（ｘｌｎｘ）－１］是连续可

微函数，当 ｙ＞＞ｘ时，ｇ（ｙ） ＝ １
ｙ２∫

∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋

Ｏ（ｙ）－２，或：

∫
∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍｙ→∞［ｙ

２ｇ（ｙ）］． （５）

３．２　ｆ求和规则
处于基态的两原子系统振子强度密度 ｆ（ω）

满足∫
∞

０
ｆ（ω）ｄω ＝ζ，ζ为单位体积电子数，

ｆ（ω）＝ ｍ
２π２ｅ２

ωＩｍε（ω）［１１］，ｅ和 ｍ分别为电子电

量和质量，则ｆ求和规则为：

∫
∞

０
ωＩｍε（ω）ｄω＝１２πω

２
ｐ， （６）

其中，ω２ｐ＝４πζｅ
２／ｍ为等离子频率的平方，公式

（６）仅仅适用于频率响应系统。

４　介质的线性ＫＫ关系

４．１　响应函数
４．１．１　反射谱

通常通过测量垂直入射光反射估计高吸收样

品（如金属、薄膜、半导体等）的光学常数，其反射

谱为 ｒ（ω）＝｜ｒ（ω）｜ｅｉθ（ω），或 ｌｎ［ｒ（ω）］＝
ｌｎ｜ｒ（ω）｜＋ｉθ（ω），｜ｒ（ω）｜为振幅，Ｒ（ω）＝
｜ｒ（ω）｜２为反射光强度，θ（ω）为相移，ＫＫ关系可
以表示为［１２］：

θ（ω）＝－２ωπ
Ｐ∫

∞

０

ｌｎ｜ｒ（ω′）｜
ω′２－ω２

ｄω′， （７）

θ（ω）＝１π
Ｐ∫

∞

０

ｄｌｎ｜ｒ（ω′）｜
ｄω′

ｌｎω′＋ω
ω′－ω

ｄω′，

（８）

θ（ω）＝－２ωπ
Ｐ∫

∞

０

ｌｎ｜ｒ（ω′）｜－ｌｎ｜ｒ（ω）｜
ω′２－ω２

ｄω′，

（９）

其中，式（８）［１３１５］又称为微分 ＫＫ关系；式（９）
［１６１７］增加了ｌｎ｜ｒ（ω）｜项，保证被积函数总是有限
的。

实验测得反射率 Ｒ（ω）或其振幅｜ｒ（ω）｜，由
公式（７）到（９）计算出相位 θ（ω），根据菲涅尔公
式ｒ（ω）＝［（ω）－１］／［（ω）＋１］，就可以计算
出复折射率＝ｎ＋ｉκ，ｎ和 κ分别为折射率和消
光系数。

４．１．２　透射谱
对于透射光谱，还需要考虑光在介质中传输

产生的相移，ＫＫ关系修正为［１８］：

θ（ω）＝－２ωπ
Ｐ∫

∞

０

ｌｎ｜Ｔ（ω′）｜
ω′２－ω２

ｄω′＋２πωｄ，

（１０）

其中，Ｔ为透射谱函数的振幅，ｄ为厚度。
４．２　电学特性参数
４．２．１　复极化率和复介电常数

外加电场Ｅ（ｔ）会在介质中产生线性电极化
Ｐ（ｔ）＝ε０χ

（１）
ｉｊ Ｅ（ｔ），χ

（１）
ｉｊ 和ε０分别为介质的复线性

极化率和真空中的介电常数。

４．２．１．１　导体

对于导体，χ（１）ｉｊ （ω）＝ｉ
σ（１）ｉｊ （ω）
ω

，σ（１）ｉｊ （ω）是

线性复电导率。在静电场中，Ｉｍ［χ（１）ｉｊ （ω）］≈

σ（１）ｉｊ （０）
ω

。极化率的线性ＫＫ关系为［６，１９］：

Ｒｅ［χ（１）ｉｊ （ω）］＝
２
π
Ｐ∫

∞

０

ω′Ｉｍ［χ（１）ｉｊ （ω′）］
ω′２－ω２

ｄω′，

（１１）

Ｉｍ［χ（１）ｉｊ （ω）］－
σ（１）ｉｊ （０）
ω

＝

２ω
π
Ｐ∫

∞

０

Ｒｅ［χ（１）ｉｊ （ω′）］
ω′２－ω２

ｄω′， （１２）

其中用到了积分变换将（－∞，∞）的积分范围变
换到（０，∞）：

Ｐ∫
∞

－∞

ｆ（ｘ）
ｘ－ａｄｘ＝∫

∞

０

ｘ［ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ）］＋ａ［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）］
ｘ２－ａ２

ｄｘ． （１３）

　　［χ（１）ｉｊ （ω）］
ｍ和ωｍ［χ（１）ｉｊ （ω）］

ｍ在上半复频率

平面也是全纯函数，也满足公式（１１）和（１２）的
ＫＫ关系式。

介质的复介电常数为 ε＝χ（１）ｉｊ ＋１，由公式
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（１１）和（１２）可得其ＫＫ关系为：

Ｒｅε（ω）－１＝２π
Ｐ∫

∞

０

ω′Ｉｍε（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′，

（１４）

Ｉｍε（ω）－
σ（１）ｉｊ （０）
ω

＝

－２ω
π
Ｐ∫

∞

０

Ｒｅε（ω′）－１
ω′２－ω２

ｄω′． （１５）

４．２．１．２　纳米结构
纳米结构［２０２１］需要考虑局域场效应对系统

哈密顿量的贡献，但并不改变系统格林函数的因

果关系，ＫＫ关系仍然适用且形式不变。
两相层状纳米复合材料的线性极化率为

χ（１）ｅｆｆ，ｓ（ω）＝ｆａχ
（１）
ａ （ω）＋ｆｂχ

（１）
ｂ （ω），其在上半复频率

平面也是全纯函数，满足公式（１１）和（１２）。其
中，ｆａ、ｆｂ为体积分数，χ

（１）
ａ （ω）、χ

（１）
ｂ （ω）为线性极

化率，角标ｓ（或ｐ）表示极化方向。
４．２．１．３　非导电介质

电导率σ（１）ｉｊ （０）＝０时，上述公式即是非导电
介质的线性ＫＫ关系。
４．２．２　电阻抗

电阻抗Ｚ＝Ｚｒ＋ｉＺｊ是评测电路、电极、电化学
系统的重要参数，Ｚｒ代表阻抗，Ｚｊ代表电抗，其线
性ＫＫ关系为［２２２４］：

Ｚｊ（ω）＝
２ω
π∫

∞

０

Ｚｒ（ω′）－Ｚｒ（ω）
ω′２－ω２

ｄω′，（１６）

Ｚｒ（ω）－Ｚｒ（∞）＝

－２
π∫

∞

０

ω′Ｚｊ（ω′）－ωＺｊ（ω）
ω′２－ω２

ｄω′， （１７）

Ｚｒ（ω）－Ｚｒ（０）＝

－２ω
２

π∫
∞

０

Ｚｊ（ω′）／ω′－Ｚｊ（ω）／ω
ω′２－ω２

ｄω′．（１８）

４．３　磁学特性参数［２５２６］

复相对磁导率μｒ＝μ′ｒ＋ｉμ″ｒ是表征介质磁性
的物理量，它表示通电流的线圈产生磁通的阻力

或导通磁力线的能力，实磁导率 μ′ｒ和损耗因子
μ″ｒ是微波中设计电感器、变压器和吸波器的重要
参数，其ＫＫ关系为：

μ′ｒ（ω）－μｒ１ ＝
２
π
Ｐ∫

∞

０

μ″ｒ（ω′）
ω′－ω

ｄω′，（１９）

μ″ｒ（ω）＝－
２
π
Ｐ∫

∞

０

［μ′ｒ（ω′）－μｒ１
ω′－ω

ｄω′，

（２０）

μｒ１＝μ′ｒ（ωｍａｘ）是最大频率处的相对磁导率的实
部。μ′ｒ和μ″ｒ之间的 ＫＫ关系表明能量存储和耗
散机理是同一本质的两种不同的表现形式。

４．４　光学特性参数
４．４．１　复折射率和复介电常数

复折射率从宏观角度描述了光与物质的相互

作用，其实部ｎ与光波的相速度 ｖφ＝ｃ／ｎ有关，虚
部κ一般是正的，代表光的衰减。
４．４．１．１　均匀薄膜或薄板

厚度为 Ｌ的均匀薄膜或薄板，κ＝－ｃ／
（２ωＬ），其ＫＫ关系［２７］为：

ｎ（ω）－１＝２π
Ｐ∫

∞

０

ω′κ（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′， （２１）

κ（ω）＝－２ωπ
Ｐ∫

∞

０

ｎ（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′， （２２）

　　求和规则为：

∫
∞

０
［ｎ（ω）－１］ｄω＝０， （２３）

∫
∞

０
ωκ（ω）ｄω＝

πω２ｐ
４ ． （２４）

４．４．１．２　超材料板
厚度为ｄｅｆｆ、复折射率为Ｎｅｆｆ的超材料板，其消

光系数为κｅｆｆ＝－Ｒｅ［ｌｎ（ｅ
ｉＮｅｆｆｋ０ｄｅｆｆ）］／ｋ０ｄｅｆｆ，利用式

（２１）即可确定其有效折射率ｎｅｆｆ
［２８］。

４．４．１．３　气体分子
气压≥１ａｔｍ时，气体分子的消光系数［２９］为，

κ（ω）＝ＳＮｃωπ
Δｖ

４（ωｃ－ω）
２＋Δｖ２

，Δｖ是ＦＷＨＭ，ωｃ是

气体吸收峰的中心频率，Ｎ、Ｓ和 ｃ分别是气体分
子浓度、吸收线强度和真空中的光速，其中，用到

了消光系数 κ与吸收系数 α的关系：α（ω）＝
２ωκ（ω）／ｃ。
４．４．１．４　负折射率介质

负折射率介质的复折射率平方 ２（ω）＝
ε（ω）μ（ω）在上半复 ω平面是解析的，当 ω→∞
时，２（ω）→１，因此其ＫＫ关系为［３０３１］：

Ｒｅ２（ω）－１＝２π
Ｐ∫

∞

０

ω′Ｉｍ２（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′．

（２５）
　　负折射介质中相速度ｖｐ＝ω／ｋ和群速度ｖｇ＝

ω／ｋ的方向相反，ｋ＝Ｒｅｎ２（ω槡 ）ω／ｃ，由式（２５）
可得在观测频率无损或低损耗下严格的负折射判
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据：

２
π∫

∞

０

Ｉｍｎ２（ω′）
（ω′２－ω２）２

ω′３ｄω′≤－１， （２６）

式中，Ｉｍｎ２（ω′）＝ε２（ω′）μ′ｒ（ω′）＋ε１（ω′）μ″ｒ（ω′），
这个判据直接规定了 ε２（ω′）＞０，μ′ｒ（ω′）＜０和
μ″ｒ（ω′）＞０，ε１（ω′）＜０需要同时成立。
４．４．１．５　增益介质

增益介质损耗得到了补偿，因此Ｉｍ２（ω）＝０
及［Ｉｍｎ２（ω）］／ω＝０，对式（２５）两端同时乘以
ω２并对ω微分，可得：

ω２［Ｒｅ２（ω）－１］
ω

＝

４ω
π∫

∞

０

Ｉｍ２（ω′）
（ω′２－ω２）２

ω′３ｄω′． （２７）

４．４．２　光电导率
光照引起材料电导变化的现象称为光电导效

应，是内光电效应的一种，变化的电导率部分称为

光电导率 σｏｐｔ＝σ１＋ｉσ２
［３２］，满足线性响应中的

ＫｕｂｏＧｒｅｅｎｗｏｏｄ理论［３３３４］，其ＫＫ关系［３５］为：

σ１（ω）＝
２
π
Ｐ∫

∞

０

ω′σ２（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′， （２８）

σ２（ω）＝－
２ω
π
Ｐ∫

∞

０

σ１（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′． （２９）

４．４．３　Ｘ射线的复原子散射因子［３６３７］

Ｘ射线吸收光谱 ＸＡＳ和近边 Ｘ射线吸收精
细结构ＮＥＸＡＦＳ测试中，都涉及到极紫外ＥＵＶ和
Ｘ射线光谱，其复折射率定义为：

Ｎ（ω）＝１－δ＋ｉβ＝

１－
ｎａｒｅλ

２

２π
ｆ　０（ω）， （３０）

其中，ｆ　０（ω）＝ｆ　０１（ω）－ｉｆ
　０
２（ω）为原子的复散射因

子，是一个原子散射与单个自由电子散射的电场

强度的比。ｆ　０２（ω）＝Ａｍｕｕ（ω）／２ｒｅλ。ｎａ和 ｒｅ分别
是平均的原子密度和经典电子半径，λ是真空中
的波长，ｍｕ和 Ａ分别是原子质量单位及其个数，
ｕ（ω）是依赖质量吸收系数的光子能量，复原子散
射因子的ＫＫ关系为：

ｆ　０１（ω）＝Ｚ－
２
π
Ｐ∫

∞

０

ω′ｆ　０２（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′，（３１）

ｆ　０２（ω）＝
２ω
π
Ｐ∫

∞

０

ｆ　０１（ω′）－Ｚ
ω′２－ω２

ｄω′， （３２）

其中，Ｚ是每原子的电子数。

４．５　声学特性参数
４．５．１　绝热压缩系数

根据Ｈｏｏｋｅ定律，线性系统的超声运动方程

为 ｓ（ｔ） ＝∫
∞

－∞
Ｋ（ｔ－ｔ′）ｐ（ｔ′）ｄｔ′，或 ｓ（ω）＝

Ｋ（ω）·ｐ（ω），其中 ｓ是缩减量，ｐ是压力，
Ｋ（ω）＝Ｋ１（ω）＋ｉＫ２（ω）是绝热压缩系数，其满足

ＫＫ关系［３８３９］：

Ｋ１（ω）－Ｋ１（∞）＝
２
π
Ｐ∫

∞

０

ω′Ｋ２（ω′）
ω′２－ω２

ｄω′，

（３３）

Ｋ２（ω）＝－
２ω
π
Ｐ∫

∞

０

［Ｋ１（ω′）－Ｋ１（∞）］
ω′２－ω２

ｄω′，

（３４）
其中，ｋ＝ω／ｃｐ（ω）＋ｉα（ω）是超声波的波数，ｋ

２＝

ω２ρ０Ｋ（ω），ρ０是介质的密度，ｃｐ（ω）和 α（ω）分别

是相速度和衰减系数，二者也满足ＫＫ关系［４０］：

１
ｃｐ（ω）

－ １
ｃｐ（０）

＝

２ω２

π∫
∞

０
［
α（ω′）
ω′２

－α（ω）
ω２
］
ｄω′

ω′２－ω２
，（３５）

通常ω／ｖｐ（ω）＜＜α（ω），相速度和衰减系数与绝

热压缩系数之间的关系为ｖｐ（ω）＝１／ρ０Ｋ１（ω槡 ）及

α（ω）＝［ρ０ｖｐ（ω）／２］ωＫ２（ω）。

４．５．２　声折射率［４１］

声折射率的ＫＫ关系与式（２５）的形式完全一
样。

４．５．３　散射函数［４１］

当材料中存在许多尺寸相同各向同性的散射

体时，声波的色散关系变为：

ｋ２ｅｆｆ＝ｋ
２｛［１＋

２πｎｆ（ｋ^ｉ，ｋ^ｉ））
ｋ２

］２－

２πｎｆ（ｋ^ｉ，－ｋ^ｉ））
ｋ２

］２｝， （３６）

式中，ｋｅｆｆ和ｋ分别为有效波数和波数，ｎ是散射体

的数密度，ｆ（ｋ^ｉ，ｋ^ｉ）和ｆ（ｋ^ｉ，－ｋ^ｉ）分别为前向和后
向散射函数。散射体浓度低时后向散射可以忽

略，单散射体前向散射函数的ＫＫ关系为：
Ｒｅ［ｆ（ｋ^ｉ，ｋ^ｉ；ω）／ω

２］＝

２
π
Ｐ∫

∞

０

Ｉｍ［ｆ（ｋ^ｉ，ｋ^ｉ；ω′）］
ω′（ω′２－ω２）

ｄω′， （３７）
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Ｉｍ［ｆ（ｋ^ｉ，ｋ^ｉ；ω）／ω
２］＝

－２ω
π
Ｐ∫

∞

０

Ｒｅ［ｆ（ｋ^ｉ，ｋ^ｉ；ω′）］
ω′（ω′２－ω２）

ｄω′． （３８）

５　非线性ＫＫ关系

　　 当激发场很强时，必须考虑非线性效

应［４２４３］，如和频、差频、四波混频、自相位调制、交

叉相位调制、多光子吸收、多次谐波产生、光孤子、

拉曼散射、布里渊散射等。

５．１　非线性极化率
５．１．１　ｎ阶非线性极化率
５．１．１．１　单变量积分

非线性介质的ｎ阶极化响应为：

Ｐ（ｎ）ｉ （ω）＝∫
∞

－∞
ｄω１…∫

∞

－∞
ｄωｎχ

（ｎ）
ｉｊｋ…ｎ（ω１，…，ωｎ）×Ｅｊ（ω１）…Ｅｎ（ωｎ）δ（ω－ω１－… －ωｎ）， （３９）

　　非退化ｎ阶非线性极化率的ＫＫ关系为：
χ（ｎ）（ω１，…，ωｎ）＝

１
ｉπ
Ｐ∫

∞

－∞

χ（ｎ）（ω１，…，Ω，ωｎ）
Ω－ωｉ

ｄΩ． （４０）

５．１．１．２　多变量积分
对式（４０）所有剩余的 ｎ－１个频率变量进行

同样的运算并应用对称关系可得［４４４５］：

Ｉｍ｛χ（ｎ）（ω１，…，ωｎ）｝＝（－
２
π
）ｎω１…ωｎ×Ｐ∫

∞

－∞
ｄω′１…Ｐ∫

∞

－∞
ｄω′ｎ

Ｒｅ｛χ（ｎ）（ω′１，…，ω′ｎ）｝
（ω′２１ －ω

２
１）…（ω′

２
ｎ －ω

２
ｎ）
，（４１）

Ｒｅ｛χ（ｎ）（ω１，…，ωｎ）｝＝（
２
π
）ｎＰ∫

∞

－∞
ｄω′１…Ｐ∫

∞

－∞
ｄω′ｎ

ω′１…ω′ｎＩｍ｛χ
（ｎ）（ω′１，…，ω′ｎ）｝

（ω′２１ －ω
２
１）…（ω′

２
ｎ －ω

２
ｎ）

． （４２）

５．１．２　洛伦兹振荡器模型 ［４６］

光与介质相互作用产生驱动力 Ｆ＝ｄ
２ｘ
ｄｔ２
＋

Γｄｘｄｔ＋ω
２
０ｘ＋ａｘ

２，式中，ａ描述了其非谐性。在经

典近似情况下，洛伦兹振荡器模型可表示为

Ｄ（ωｉ）＝（ω
２
０－ω

２
ｉ－ｉΓωｉ）

－１。

５．１．２．１　和频
和频产生时，二阶非线性极化率可以表示为

χ（２）ω＝ω１＋ω２（ω１，ω２）～Ｄ（ω１）Ｄ（ω２）Ｄ（ω１＋ω２），推

广到χ（ｎ），其ＫＫ关系为：

χ（ｎ）（ω１，…，ωｎ）＝
１
（ｉπ）ｎ∫

∞

－∞
ｄω′１…∫

∞

－∞
ｄω′ｎ

χ（ｎ）（ω′１，…，ω′ｎ）
（ω′１－ω１）…（ω′ｎ－ωｎ）

， （４３）

　　当 ｒ≤ｍ，［χ（ｎ）］ｍ和（ω１，…，ωｎ）
ｒ×［χ（ｎ）］ｍ 也是全纯函数，ＫＫ关系为：

［χ（ｎ）（ω１，…，ωｎ）］
ｍ ＝ １

（ｉπ）ｎ
Ｐ∫

∞

－∞
ｄω′１…∫

∞

－∞
ｄω′ｎ

［χ（ｎ）（ω′１，…，ω′ｎ）］
ｍ

（ω′１－ω１）…（ω′ｎ－ωｎ）
， （４４）

（ω１，…，ωｎ）
ｒ［χ（ｎ）（ω１，…，ωｎ）］

ｍ ＝ １
（ｉπ）ｎ

Ｐ∫
∞

－∞
ｄω′１…∫

∞

－∞
ｄω′ｎ

（ω′１，…，ω′ｎ）
ｒ［χ（ｎ）（ω′１，…，ω′ｎ）］

ｍ

（ω′１－ω１）…（ω′ｎ－ωｎ）
．

（４５）
５．１．２．２　差频

当差频产生时，非线性极化率在复频率平面

的上下部分存在极点，为亚纯函数，只要乘以一个

函数将相关极点消去可以得到一个全纯函数，即：

φ（ｎ）（ω１，ω２，…，ωｎ）＝Ｕ

ｕ＝１
（ωｋｕ－Ωｋｕ）

ｖχ（ｎ）（ω１，ω２，…，ωｋ，－ωｋ，…ωｎ）， （４６）

其中，Ωｋｕ是极点，ｖ＝１，２，…，Ｖ。
例如差频产生时的三阶非线性极化率为，

χ（３）（ω１，ω２，－ω２）～Ｄ（ω
２
１）Ｄ（ω２）Ｄ（－ω２）Ｄ（ω１

－ω２），将ω２平面下部的极点Ｄ（ω２）消去，即可得
到其 上 半 复 频 率 平 面 上 的 全 纯 函 数：

φ（３）（ω１，ω２，－ω２）～Ｄ（ω
２
１）Ｄ（－ω２）Ｄ（ω１－ω２）。

５．１．３　非导电介质谐波极化场
Ｐ（ｎ）ｉ （ｎω）＝χ

（ｎ）
ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω；ω，…，ω）Ｅｊ１…Ｅｊｎ为ｎ

阶谐波极化场，对于非导电介质，极化率的非线性

ＫＫ关系［４７４８］为：

ω２αＲｅ［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω；ω，…，ω）］＝
２
π
Ｐ∫

∞

０

ω′２α＋１Ｉｍ［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω′；ω′，…，ω′）］
ω′２－ω２

ｄω′， （４７）
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ω２α－１Ｉｍ［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω；ω，…，ω）］＝－
２ω
π
Ｐ∫

∞

０

ω′２αＲｅ［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω′；ω′，…，ω′）］
ω′２－ω２

ｄω′． （４８）

　　大频率下至少随 ω－２减小的谐波极化率，其
α阶矩（０≤α≤ｎ）极化率的 ｋ次方的 ＫＫ关系

为［４９］：

ω２αＲｅ｛［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω；ω，…，ω）］
ｋ｝＝２

π
Ｐ∫

∞

０

ω′２α＋１Ｉｍ｛［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω′；ω′，…，ω′）］
ｋ｝

ω′２－ω２
ｄω′， （４９）

ω２α－１Ｉｍ｛［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω；ω，…，ω）］
ｋ｝＝－２ω

π
Ｐ∫

∞

０

ω′２αＲｅ｛［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω′；ω′，…，ω′）］
ｋ｝

ω′２－ω２
ｄω′， （５０）

其中，０≤α≤ｋ（ｎ＋１）－１。
５．１．４　导电介质谐波极化场

对于非线性静态非消失实张量，频率趋于０
时产生的谐波极化率为：

χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω；ω，…，ω）｜ω≈０≈

ｉ
σ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｏ）
ｎω

， （５１）

　　导电介质谐波产生极化率的非线性ＫＫ关系
为：

Ｉｍ［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω；ω，…，ω）］－
σ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｏ）
ｎω

＝－２ω
π
Ｐ∫

∞

０

Ｒｅ［χ（ｎ）ｉｊ１，…，ｊｎ（ｎω′；ω′，…，ω′）］
ω′２１－ω

２
１

． （５２）

５．２　折射率及消光系数的变化
５．２．１　泵浦探测系统

当两个单色平面波入射到非线性介质时，由

于频率ωｂ处光场的存在引起的频率 ωａ处折射率
的改变 Δｎ（ωａ；ωｂ）和吸收系数的改变 Δα（ωａ；
ωｂ）为：

Δｎ（ωａ；ωｂ）＝
２４π２
ｎａｎｂｃ

ＩｂＲｅχ
（３）
ａａｂｂ（ωａ，ωｂ，－ωｂ）， （５３）

Δα（ωａ；ωｂ）＝
４８π２ωａ
ｎａｎｂｃ

２ＩｂＩｍχ
（３）
ａａｂｂ（ωａ，ωｂ，－ωｂ）， （５４）

其中，Ｉｂ是频率ωｂ处的光辐照度。ｎａ和 ｎｂ分别是
频率ωａ和ωｂ处的线性折射率。假定线性吸收足
够小，α（ωａ）ｃ／ωａ＜＜ｎａ，ＫＫ关系

［５０］为：

Δｎ（ωａ；ωｂ）＝
ｃ
π
Ｐ∫

∞

０

Δα（ω；ωｂ）ｄω
ω２－ω２ａ

．（５５）

　　上式等价于用频率 ωｂ处固定的强光泵浦和
频率ωａ处的弱光探测的泵浦探测光谱。
５．２．２　自作用系统

用光子能量ω、强度为 Ｉ的入射辐射泵浦半
导体，折射率改变的ＫＫ关系为［５１５３］：

Δｎ（ω）＝ ｃπ
Ｐ∫

∞

０

Δαω′
ω′２－ω２

ｄω′， （５６）

　　上式与（５５）具有相同的形式，但泵浦或扰动

为入射光场自身，因此可以看作一个自作用系统。

５．３　响应函数
５．３．１　三阶

令ωｓ＝ω１＋ω２＋ω３，ωｔ＝ω１－ω２以及 ωｕ＝
ω２－ω３，将三阶响应函数 ｇ（ω１，ω２，ω３）变换为等
价的新函数ｇ（ωｓ，ωｔ，ωｕ），由于ｇ（ωｓ，ωｔ，ωｕ）＝
ｇ（－ωｓ，ωｔ，ωｕ），再引入新函数 ｇ１（ωｓ，ωｔ，ωｕ）＝
１
２ｇ（ωｓ，ωｔ，ωｕ）＋

１
２ｇ（ωｓ，ωｕ，ωｔ），ｇ２（ωｓ，ωｔ，

ωｕ）＝
ｉ
２ｇ（ωｓ，ωｔ，ωｕ）－

ｉ
２ｇ（ωｓ，ωｕ，ωｔ）。二者满

足交叉对称性条件：ｇｉ（ωｓ，ωｔ，ωｕ）＝ｇｉ（－ωｓ，

ωｔ，ωｕ），因此，其 ＫＫ关系
［５４］为：

Ｒｅｇｉ（ωｓ，ωｔ，ωｕ）＝
２
π
Ｐ∫

∞

０

ｄω′ｓω′ｓＩｍｇｉ（ω′ｓ，ωｔ，ωｕ）
ω′２ｓ －ω

２
ｓ

， （５７）

Ｉｍｇｉ（ωｓ，ωｔ，ωｕ）＝－
２
πωｓ
Ｐ∫

∞

０

ｄω′ｓＲｅｇｉ（ω′ｓ，ωｔ，ωｕ）
ω′２ｓ －ω

２
ｓ

． （５８）
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５．３．２　ｎ阶 将其推广到任意维度为［５５］：

Ｒｅｇｉ（Ω０，…，ωｎ－１）＝
２
π
Ｐ∫

∞

０

ｄΩ′０Ω′０Ｉｍｇｉ（Ω′０，…，Ωｎ－１）
Ω′２０ －Ω

２
０

， （５９）

Ｉｍｇｉ（Ω０，…，ωｎ－１）＝－
２
πΩ０
Ｐ∫

∞

０

ｄΩ′０Ｒｅｇｉ（Ω′０，…，Ωｎ－１）
Ω′２０ －Ω

２
０

， （６０）

其中，Ω０＝ω１＋… ＋ωｎ，Ω１＝ω１－ω２，…，Ωｎ－１＝
ωｎ－１－ωｎ。
５．４　χ（２）晶体泵浦倒空导致的衰减与基波相

移［５６］

χ（２）晶 体 中 产 生 的 二 次 谐 波 功 率 为

Ｐ２ω，Ｌ（θ）＝ＣＬ
２Ｐ２ω，０（

ｓｉｎθ／２
θ／２

）２，Ｃ依赖于 χ（２）系数

和晶体的介电常数，Ｐω，０为入射基波截面上的功
率，θ＝（ｋ２ω－２ｋω）Ｌ代表相位失配角。二次谐波

的产生使基波发生衰减，称为泵浦倒空，在（１／２）
ＣＬ２Ｐω，０＜＜１的小泵浦倒空情况下，其有效幅度衰

减系数为δω（θ）＝
１
２ＣＬ

２Ｐω，０［ｓｉｎ（
θ
２）／（

θ
２）］

２，泵

浦倒空导致的衰减 δω（θ）与基波相移 ω（θ）的
ＫＫ关系为：

ω（θ）＝
１
π
Ｐ∫

∞

－∞

δω（θ′）
θ′－θ

ｄθ′， （６１）

将δω（θ）代入上式并考虑其对称性得：

ω（θ）＝
１
π
ＣＬ２Ｐω，０θ∫

∞

０

ｓｉｎ２θ′／２
（θ′２－θ２）θ′２／４

ｄθ′＝１２ＣＬ
２Ｐω，０

２
θ
（
ｓｉｎθ
θ
－１）． （６２）

５．５　非线性复导电率
对于弱非线性介质，电导率张量如 σ（２）ｉｊｋ（ω，

ω１）在上半复频率平面仅仅对于第一个频率 ω是

解析函数，考虑ω→∞时，电导率张量趋于零，可
得其非线性ＫＫ关系［５７］为：

Ｒｅσ（２）ｉｊｋ（ω，ω１）＝
１
π
Ｐ∫

∞

－∞

ｄω′
ω′－ω

Ｉｍσ（２）ｉｊｋ（ω′，ω１）， （６３）

Ｉｍσ（２）ｉｊｋ（ω，ω１）＝－
１
π
Ｐ∫

∞

－∞

ｄω′
ω′－ω

Ｒｅσ（２）ｉｊｋ（ω′，ω１）． （６４）

　　表１列出了几种非线性效应的名称和对应复
电导率张量的数学表达式，以及在上半／下半频率
平面，对哪个变量（ω、ω１或ω２）解析。

表１　非线性效应及数学形式
Ｔａｂ．１　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｆｆｅｃｔｓａｎｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｆｏｒｍｓ

名称 数学形式

二倍频 上半，ω σ（２）ｉｊｋ（２ω，ω）
三倍频 上半，ω σ（３）ｉｊｋｌ（３ω，２ω，ω）
和频 上半，ω１，ω２ σ（２）ｉｊｋ（ω１＋ω２，ω１）

σ（３）ｉｊｋｌ（ω１＋２ω２，２ω２，ω２）
差频 σ（２）ｉｊｋ（ω１－ω２，ω１）

上半，ω１；下半，ω２ σ（３）ｉｊｋｌ（２ω１－ω２，２ω１，ω１）
ω２激发对ω１影响 上半，ω１ σ（３）ｉｊｋｌ（ω１，０，ω２）

整流效应 不解析 σ（２）ｉｊｋ（０，ω）
“自作用”效应 不解析 σ（３）ｉｊｋｌ（ω，０，ω）

６　ＫＫ关系的截断误差及减小方法

　　ＫＫ关系在应用中最大的局限性在于，复变
量仅仅在有限的区间而非整个积分限（０，∞）上

已知或可测量，比如光谱相对于整个电磁波谱来

说几乎是微不足道的，运用介质的吸收光谱来计

算ＫＫ积分必然带来很大的误差，如何减小截断
误差成为重要环节。

６．１　截断误差
实际应用中，式（８）中的积分限不得不用上

下频率极限 ωｈ和 ωｌ来代替，令 Ａ＝
１
π
ｌｎ
ωｈ－ω
ωｈ＋ω

，

Ｂ＝１
π
ｌｎ
ω－ωｌ
ω＋ωｌ

，重建相位的最大和最小误差 Δθｈ

和Δθｌ分别为
［５８］：

－Ａｌｎ
ｒｌ（∞ －ωｈ）
ｒ（ω）

＜Δθｈ ＜－Ａｌｎ
ｒｈ（∞ －ωｈ）
ｒ（ω）

，

（６５）

Ｂｌｎ
ｒｌ（０－ωｍｉｎ）
ｒ（ω）

＜Δθｌ＜Ｂｌｎ
ｒｈ（０－ωｌ）
ｒ（ω）

．

（６６）
　　Ｍｙｈｒｅ等人［５９］研究了硫酸溶液，发现 ５０００
ｃｍ－１的高波数截止对ＫＫ计算的吸收和折射率影
响很小，而低波数截止如１６００ｃｍ－１以下时，吸收
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系数误差为３％ ～５０％，折射率误差整个频段小
于５％。

Ｈｅｒｂｉｎａ等人［６０］研究了石英粒子，发现其消

光谱在紫外可见波段（１００００ｃｍ－１，５００００
ｃｍ－１）特别对 ｎ敏感，在热红外波段（５５０ｃｍ－１，
２０００ｃｍ－１）对ｎ和κ同时敏感，如图２所示。

图２　κ（黑点）和ｎ（灰线）的雅克比谱分布［６０］

Ｆｉｇ．２　Ｊａｃｏｂｉａｎｓｐｅｃｔｒｕｍｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅκ（ｂｌａｃｋ

ｄｏｔ）ａｎｄｎ（ｇｒｅｙｌｉｎｅ）［６０］

６．２　积分限的外推方法
为了减小ＫＫ截断误差，需要对积分限以外

的数值进行合理的估算，主要有以下方法。

６．２．１　常数外推法
Ｇｏｔｔｌｉｅｂ等人［６１］研究了氟化锂的光学特性，

将（０，１５０ｃｍ－１）的反射率设为常数０２４，（３０００
ｃｍ－１，∞）的反射率设为常数００３，该方法虽然简
单但会得到负值，并且在一些频率吸收系数严重

失真。

６．２．２　多项式外推法
Ｔｈｏｍａｓ等人［６２］在分析ＣｄＳ的激子光谱中，

用多项式Ａ＋Ｂｖ＋Ｃｖ２进行外推，其中Ａ、Ｂ和Ｃ可
由计算机调整以在能量低于吸收边的地方产生零

吸收。Ｓｐｉｔｚｅｒ等人［６３］研究了石英的红外晶格带，

计算了波长５～３７μｍ共１６０个点的数据，相角的
校正项为Δθ（λ）＝－００２２４－００１８８（λ／５）＋
００６１（λ／５）２。κ＞０１时 ＫＫ误差在消光峰的短
波边较小，在长波边较大，而 κ＜０１时误差非常
大，如图３所示。

图３　消光谱：×为理论值；○为ＫＫ计算值［６３］

Ｆｉｇ．３　Ｅｘｔｉｎｃｔｉｏｎｓｐｅｃｔｒｕｍ：×ｉｓｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅ；○

ｉｓＫＫｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｖａｌｕｅ［６３］

６．２．３　幂指数外推法
Ｈｅｒｂｉｎ等人［６０］根据色散理论，采用幂指数外

推法：

κ（ω）＝
Ｃ１ω　０＜ω＜ωｌ
Ｃｈ／ω

３　ωｈ ＜ω＜
{ ∞

， （６７）

其中，Ｃｌ＝κ（ωｌ）／ωｌ；Ｃｈ ＝κ（ωｈ）ω
３
ｈ。

　　文章结合单减ＫＫ关系及最佳估计法进行迭

图４　（ａ）和（ｂ）分别是先验和重建的κ和ｎ［６０］

Ｆｉｇ．４　（ａ）ａｎｄ（ｂ）ａｒｅｐｒｉｏｒｉａｎｄｒｅｔｒｉｅｖｅｄｖａｌｕｅｓｏｆκａｎｄｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ［６０］
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代计算，在紫外可见波段误差小于 １％，在红外
振动带附近误差为２％，如图４所示。
６．２．４　无阻尼谐振子外推法

Ａｎｄｅｒｍａｎｎ等人［６４］采用无阻尼谐振子模型，

ｎ２（ω）＝ｎ２ｌ＋Ａｌ／（ω
２
ｌ－ω

２），０＜ω＜ωｌ，Ａｌ ＝
１
ｐ

ｐ－１

ｊ＝１
［ｎ２（ωｊ）－ｎ

２
ｌ］［ω

２
ｌ－ω

２］，ｐ为实验点数。

ｎ２（ω）＝ｎ２ｈ＋Ａｈ／（ω
２
ｈ－ω

２），当 ωｈ＜ω＜∞时，ｎｌ
和ｎｈ分别为ω＝０和ω＝∞处的折射率。论文得
到了κ和ｎ的偏差分别为±０００５和±０００２。
６．３　积分限选择法

考虑一个简单的如图５所示的色散曲线，高
低频截断误差在 ＡＢ和 ＣＤ部分有相互抵消的
倾向，精心选择可以减小截断误差，当 ω／ωｍｉｎ≈
ωｍａｘ／ω时，抵消的效果最好。
６．４　微ＫＫ关系法

微分 ＫＫ关系如（８）式所示［１３１５］，它引入

了一个权重因子，其在极点 ω′＝ω处有一个
尖峰，而远离该点则变得很平很小，使得反射谱强

图５　色散曲线［５８］

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅ［５８］

度在每个频点贡献不一样，大大减小了需要积分

的范围，极点两边对称的部分也倾向于相互抵消，

因此可以有效降低截断误差的影响。常用的复介

电常数和复折射率的微分 ＫＫ关系也可以改写
为：

ε１（ω）－１＝
１
π∫

∞

０

ｄε２（ω′）
ｄω′

（ｌｎ ω２

｜ω′２－ω２｜
）ｄω′，

（６８）

ε２（ω）－
σ（１）ｉｊ （０）
ω

＝－ω
π∫

∞

０

ｄε１（ω′）
ｄω′

（ｌｎ ω′＋ω
｜ω′２－ω２｜

）ｄω′， （６９）

ｎ（ω）－１＝ ｃ
２πω∫

∞

０

ｄκ（ω′）
ｄω′

（ｌｎ ω′＋ω
｜ω′２－ω２｜

）ｄω′． （７０）

７　ＫＫ关系的修正

　　相比于上述的外推方法，基于锚点的减法
ＫＫ关系显得更为有效一些。

７．１　单减ＫＫ关系
７．１．１　折射率与消光系数

Ｂａｃｈｒａｃｈ等人［６５］在分析法拉第旋光数据的

文章中首次提出了单减ＫＫ关系［６０］：

ｎ（ω）＝ｎ（ω０）＋
２
π
（ω２－ω２０）Ｐ∫

∞

０

ω′κ（ω′）
（ω′２－ω２０）（ω′

２－ω２）
ｄω′， （７１）

其中，ｎ（ω０）是锚点 ω０处的折射率，为已知值。
ＳＫＫ的优点在于收敛速度快，可以在有限的波段
获得相对准确的结果。

７．１．２　反射率与相位
Ａｈｒｅｎｋｉｅｌ［６６］提出了反射率和相位的 ＳＫＫ关

系：

θ０
ω０
－θ
ω
＝
ω２－ω２０
π

Ｐ∫
∞

０

ｌｎＲ（ω′）ｄω′
（ω′２－ω２０）（ω′

２－ω２）
， （７２）

　　采用常数外推法，并将 ω１处的反射峰用 δ函
数替代，文章分析了引入未知峰对 ＳＫＫ与 ＫＫ两
种方法计算误差的影响：

ΔＳＫＫ
ΔＫＫ

＝
ω２－ω２０
ω２１－ω

２
０
， （７３）

当ω～ω０，ω１＞ω０时，ΔＳＫＫ＜ΔＫＫ，并且当反射数据
在小范围可知时，ＳＫＫ比ＫＫ收敛更快。
７．１．３　３次及ｎ次谐波非线性极化率

ｎ次谐波的ＳＫＫ关系为：
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Ｒｅ｛χ（ｎ）（ｎω）｝－Ｒｅ｛χ（ｎ）（ｎω１）｝＝
２（ω２－ω２１）

π
Ｐ∫

∞

０

ω′Ｉｍ｛χ（ｎ）（ｎω′）｝
（ω′２－ω２）（ω′２－ω２１）

ｄω′， （７４）

ω′－１Ｉｍ｛χ（ｎ）（ｎω）｝－ω－１１ Ｉｍ｛χ
（ｎ）（ｎω１）｝＝－

２（ω２－ω２１）
π

Ｐ∫
∞

０

ω′Ｒｅ｛χ（ｎ）（ｎω′）｝
（ω′２－ω２）（ω′２－ω２１）

ｄω′．（７５）

　　如图６所示，Ｌｕｃａｒｉｎｉ等人［６７］比较了聚硅烷

三次谐波非线性极化率的实验测量曲线（实线和

延长的点画线）、ＫＫ（点）和 ＳＫＫ（线段）计算曲

线，可以看出，ＳＫＫ关系具有较好的重建精度，而
ＫＫ关系由于截断误差而有较大偏离。

图６　χ（３）（３ω；ω，ω，ω）实部（ａ）和虚部（ｂ）的测量值，ＫＫ和ＳＫＫ计算值［６７］

Ｆｉｇ．６　Ｍｅａｓｕｒｅｄ，ＫＫａｎｄＳＫＫｖａｌｕｅｓｏｆχ（３）（３ω；ω，ω，ω）：（ａ）ｔｈｅｒｅａｌｐａｒｔ；（ｂ）ｔｈｅｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔ［６７］

７．２　多减ＫＫ关系
７．２．１　反射率与相位

Ｐａｌｍｅｒ等人［６８］１９９８年在ＳＫＫ的基础上推导
了多减ＫＫ（ＭＳＫＫ）公式：

Φ（ω）
ω

＝
（ω２－ω２２）…（ω

２－ω２Ｎ）
（ω２１－ω

２
２）…（ω

２
１－ω

２
Ｎ）

Φ（ω１）
ω１

＋… ＋

（ω２－ω２１）…（ω
２－ω２Ｎ－１）

（ω２Ｎ －ω
２
１）…（ω

２
１－ω

２
Ｎ－１）

Φ（ωＮ）
ωＮ

－
（ω２－ω２１）…（ω

２－ω２Ｎ）
π

×

Ｐ∫
∞

０

ｌｎＲ（ω′）ｄω′
（ω′２－ω２）（ω′２－ω２１）…（ω′

２－ω２Ｎ）
， （７６）

　　采用常数外推法，假设在波数ωｐ＞ωｍａｘ时，存
在一个近似为狄拉克 δ函数尖锐吸收带，Ｎ阶和
Ｎ－１阶 ＭＳＫＫ、ＫＫ关系的截断误差分别为 ΔＮ、
ΔＮ－１和Δ０，并有如下关系：

ΔＮ
Δ０
≈
（ω２－ω２１）…（ω

２－ω２Ｎ）
（ω２ｐ－ω

２
１）…（ω

２
ｐ－ω

２
Ｎ）
＜１，（７７）

ΔＮ
ΔＮ－１

≈
ｖ２－ｖ２Ｎ
ｖ２ｐ－ｖ

２
Ｎ
＜１， （７８）

　　上式说明 ＭＳＫＫ比 ＫＫ关系截断误差小，而
且锚点越多理论上截断误差越小。

７．２．２　ｎ次谐波非线性极化率
Ｌｕｃａｒｉｎｉ等人［６７］同样也推导了ｎ次谐波非线

性极化率的ＭＳＫＫ关系：

Ｒｅ｛χ（ｎ）（ｎω）｝＝ （ω２－ω２２）…（ω
２－ω２Ｑ）

（ω２１－ω
２
２）…（ω

２
１－ω

２
Ｑ

[ ]
）
Ｒｅ｛χ（ｎ）（ｎω１）｝＋… ＋

（ω２－ω２１）…（ω
２－ω２Ｑ－１）

（ω２Ｑ－ω
２
１）…（ω

２
Ｑ－ω

２
Ｑ－１

[ ]
）
Ｒｅ｛χ（ｎ）（ｎωＱ）｝＋

２（ω２－ω２１）…（ω
２－ω２Ｑ）

π
Ｐ∫

∞

０

ω′Ｉｍ｛χ（ｎ）（ｎω′）｝
（ω′２－ω２）…（ω′２－ω２Ｑ）

ｄω′， （７９）
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Ｉｍ｛χ（ｎ）（ｎω）｝
ω

＝ （ω２－ω２２）…（ω
２－ω２Ｑ）

（ω２１－ω
２
２）…（ω

２
１－ω

２
Ｑ

[ ]
）

Ｉｍ｛χ（ｎ）（ｎω１）｝
ω１

＋… ＋

（ω２－ω２１）…（ω
２－ω２Ｑ－１）

（ω２Ｑ－ω
２
１）…（ω

２
Ｑ－ω

２
Ｑ－１

[ ]
）

Ｉｍ｛χ（ｎ）（ｎωＱ）｝
ωＱ

－

２（ω２－ω２１）…（ω
２－ω２Ｑ）

π
Ｐ∫

∞

０

Ｒｅ｛χ（ｎ）（ｎω′）｝
（ω′２－ω２）…（ω′２－ω２Ｑ）

ｄω′． （８０）

７．３　差分多减ＫＫ关系［６９７０］

对传递函数ｌｎ［Ｈ（ω）］＝ｌｎ［Ｈ（ω）］＋ｉｄθ两
边求导，得：ｄｌｎ［Ｈ（ω）］／ｄω＝ｄｌｎ［Ｈ（ω）］／ｄω＋
ｉｄθ／ｄω，求导不改变其因果性，因此也满足 ＫＫ关
系：

ｄθ（ω）
ｄω

＝－２ω
π
Ｐ∫

∞

０

ｄｌｎ｜Ｈ（ω）｜／ｄω｜ω＝ω′
ω′２－ω２

ｄω′，

（８１）
差分多减ＫＫ关系可以表示为：

θ′（ω）
ω

＝
（ω２－ω２２）…（ω

２－ω２Ｎ）
（ω２１－ω

２
２）…（ω

２
１－ω

２
Ｎ）

θ′（ω１）
ω１

＋… ＋

（ω２－ω２１）…（ω
２－ω２Ｎ－１）

（ω２Ｎ －ω
２
１）…（ω

２
Ｎ －ω

２
Ｎ－１）

θ′（ωＮ）
ωＮ

－
２（ω２－ω２１）…（ω

２－ω２Ｎ）
π

×

Ｐ∫
∞

０

ｄｌｎ｜Ｈ（ω）｜／ｄω｜ω＝ω′
（ω′２－ω２）（ω′２－ω２１）…（ω′

２－ω２Ｎ）
ｄω′， （８２）

　　ｄθ／ｄω是时间延迟，因此差分多减 ＫＫ关系
实际上是传递函数幅度的导数与其时间延迟之间

的关系。

图７　一维周期介质散射谱相位差重建［６９］：实验测

量ＳＰＥＢＩ方法（实线），ＫＫ关系（点画线），

ＤＳＳＫＫ关系（点），ＤＭＳＫＫ（线段）

Ｆｉｇ．７　Ｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｏｎｅｄｉｍｅｎ

ｓｉｏｎａｌｐｅｒｉｏｄｉｃ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ ｓｐｅｃ

ｔｒｕｍ［６９］：ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＳＰＥＢＩ

ｍｅｔｈｏｄ（ｓｏｌｉｄｌｉｎｅ）；ＫＫ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ（ｄａｓｈ

ｄｏｔ）；ＤＳＳＫＫｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ（ｄｏｔ）；ＤＭＳＫＫｒｅ

ｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ（ｌｉｎｅｓｅｇｍｅｎｔ）

从图 ７可 以 看 出，仅 用 了 两 个 锚 点
（１５４２５５ｎｍ和１５６３５５ｎｍ）的 ＤＭＳＫＫ方法精

度最高，与用相位差光谱测量方法 ＳＰＥＢＩ实验得
到的曲线最逼近，ＤＳＳＫＫ（锚点 １５４２５５ｎｍ）次
之，而ＫＫ方法则无法正确重建相差。

８　ＫＫ关系的新发展

８．１　空间ＫＫ关系
８．１．１　单向无反射空间ＫＫ介质

最近 Ｈｏｒｓｌｅｙ等人提出了一种空域上的 ＫＫ
关系，如果平面介质的非均匀介电常数的空间分

布函数ε（ｘ）＝εｂ＋α（ｘ）在上或下复空间平面解

析，则满足式（８３）和式（８４）的空间 ＫＫ关系［７１］，

其中εｂ＞０是假定的背景值，当 ｘ→ ±∞时，其空
间变化部分α（ｘ）＝０。

Ｒｅ［α（ｘ）］＝１π
Ｐ∫

∞

－∞

Ｉｍ［α（ｘ′）］
ｘ′－ｘ ｄｘ′，（８３）

Ｉｍ［α（ｘ）］＝－１π
Ｐ∫

∞

－∞

Ｒｅ［α（ｘ′）］
ｘ′－ｘ ｄｘ′．（８４）

　　适当选取α（ｘ），可以构建一个无源无反射的
电磁吸波介质，这在电磁隐身领域具有重要意义。

无反射介电常数ε的空间函数可以表示为：

ε（ｘ）＝εｂ＋∫
∞

０

ｄｋ
２π

槇α（ｋ）ｅｉｋｘ， （８５）

ε（ｘ）＝εｂ＋Ａ
ｉ－ｘ／ξ
１＋（ｘ／ξ）２

， （８６）
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Ｉｍ［ε（ｘ）］＝ｈ（Ｌ－ｘ）４Ｌ ［１＋ｅｒｆ（ｘ
ζ
）］×

［１＋ｅｒｆ（Ｌ－ｘ
ζ
）］， （８７）

其中，ξ设置了介电常数轮廓的空间尺度，Ａ是幅
度，式（８７）表示一个光滑的三角函数，ｅｒｆ是误差
函数，ｈ和Ｌ分别是高度和长度，ζ表征角的平滑
度。

Ｌｏｎｇｈｉ指出［７２］在考虑空 ＫＫ介质的散射问
题时，需增加一个取消条件［７３］：

∫
∞

－∞
ｄｘＶ（ｘ）＝０， （８８）

其中，Ｖ（ｘ）＝－ｋ２０α（ｘ）为具有光学势的哈密顿
量。

８．１．２　双向隐身空间ＫＫ介质［７４］

介质是ＴＭ极化波双向隐身的，若满足以下
条件之一：

（１）α（ｘ）＝β（ｘ）ｅｘｐ（ｉΘｘ），β（ｘ）在上半复平
面全纯，且当｜ｘ｜→∞时，β（ｘ）→０；

（２）ε（ｘ）＝εｂ＋α（ｘ）在上半复平面没有零
点。

图８中，ε（ｘ）＝ｎ２ｂ－Ａ（ｘ＋ｉσ）
－２ｅｘｐ（ｉΘｘ），

当ｎｂ＝１，σｋ０＝２，Θ＝２ｋ０，Ａｋ
２
０＝１，ＫＫ积分在ｘ＝

±Ｌ处截断，Ｌｋ０＝３０，ｋ０＝ω／ｃ，ＴＥ和 ＴＭ极化波
反射系数随ｋｘ／ｋ０的变化为零，即双向都不可见。
８．１．３　全频率无反射空间ＫＫ介质［７５］

如果介电常数 ε（ｘ，ω）满足：在上半复平面
解析，ε（ｘ，－ω）＝ε（ｘ，ω），虚部为正，ω→０时，
ε（ｘ，ω）～ａ（ｘ）＋ｂ（ｘ）ωｎ，ｎ≥－１，ω→∞时，ε（ｘ，
ω）～１＋ｃ（ｘ）／ω２，则介质在任何频率都没有反
射，例如：

ε（ｘ，ω）＝［Ｐ（ｘ，ω）］２－ｉｃω
ｄ
ｄｘＰ（ｘ，ω），

（８９）
其中，Ｐ（ｘ，ω）＝１＋ｆ（ｘ）／（γ－ｉω）２，γ＞０，ｆ（ｘ）＝
Ω２／２［１＋ｔａｎｈ（－ｘ／ａ）］，ａ＞０。
８．１．４　无反射及透射的空间ＫＫ介质［７６］

由 ＷＫＢ近似，波的透射系数可表示为，

｜ｔ｜＝ｅｘｐ（１／２πｋ０Ｒｅｎ

ｋ＝１
ａｋ），ｎ是介电常数在

下半平面的极点个数，当ｋ
Ｒｅ（ａｋ）＝－∞ 时，

此空间 ＫＫ介质的透射系数为零，入射波被完全

图８　双向隐身 ＫＫ平面介质［７４］：（ａ）复介电常数

ε（ｘ）的谱，（ｂ）和（ｃ）分别是 ＴＥ和 ＴＭ极化波
传输及反射系数谱

Ｆｉｇ．８　ＢｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｓｔｅａｌｔｈＫＫｐｌａｎｅｍｅｄｉｕｍ ［７４］：

（ａ）ｉｓｔｈｅｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｐｅｒｍｉｔｔｉｖｉｔｙ

ε（ｘ）；（ｂ）ａｎｄ（ｃ）ａｒｅＴＥａｎｄＴＭｐｏｌａｒｉｚｅｄ
ｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ａｎｄ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｓｐｅｃｔｒａ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

吸收，如亚波长吸收体介电常数的空间分布如下

式：

ε（ｘ）＝１－
ｌｎ（Ａｋ０ｘ＋２ｉ）
Ａｋ０ｘ＋２ｉ

， （９０）

ε（ｘ）＝１－ ｅ－πｉ／４π
２Ａｋ０槡 ｘ＋ｉ

． （９１）

８．１．５　空间频率洛伦兹ＫＫ介质
ＤｅｘｉｎＹｅ等［７７］提出了空间

!

频率洛伦兹色散

理论，如图９（ａ）和９（ｂ）所示，通过将卷绕金属丝
印制在电介质基底上制作了ｘ方向周期性的空间
ＫＫ人工色散介质，并在实验上观察到了 ２～３
ＧＨｚ波段全方位无反射吸收，如图９（ｄ）和９（ｅ）。
所设计的介电常数（９２）式在空域和频域都满足
ＫＫ关系。

ε（ｘ，ω）＝ε∞ －
ω２ｐ

ω２＋ｉγω－（ω０－ｑｘ）
２，

（９２）
其中，谐振频率ω０－ｑｘ与空间坐标ｘ有关，ｑ决定
了其随ｘ的改变率。
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图９　一维非均匀空间 ＫＫ介质［７７］。（ａ）印制卷绕
金属丝制成的二维人工介质及几何参数；（ｂ）
具有９１个单元的沿 ｘ方向的周期性条形结
构；（ｃ）利用全方位单极探针测量电场的实验
系统；（ｄ）测量及（ｅ）仿真得到的２４ＧＨｚ的
电场分布；（ｆ）ｙ＝０时，沿ｘ方向的电场｜Ｅｚ｜的

分布曲线

Ｆｉｇ．９　１ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍ ｓｐａｃｅＫＫ ｍｅｄｉ

ｕｍ［７７］：（ａ）２ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌａｒｔｉｆｉｃｉａｌｍｅｄｉｕｍ
ｍａｄｅｏｆｐｒｉｎｔｅｄｒｏｌｌｅｄｕｐｗｉｒｅａｎｄｉｔｓｇｅｏｍｅｔ
ｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓ；（ｂ）ａｐｅｒｉｏｄｉｃｂａｒｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
ｗｉｔｈ９１ｕｎｉｔｓａｌｏｎｇｔｈｅｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｃ）ａｎｅｘ
ｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｙｓｔｅｍｆｏｒｍｅａｓｕｒｉｎｇｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｅｌｄ
ｂｙｏｍｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｍｏｎｏｐｏｌｅｐｒｏｂｅ；（ｄ）ａｎｄ
（ｅ）ａｒｅｔｈｅｅｌｅｃｔｒｉｃｆｉｅｌｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆ２４
ＧＨｚｆｏｒｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ｒｅｓｐｅｃ
ｔｉｖｅｌｙ；（ｆ）ｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｅｌｅｃｔｒｉｃ
ｆｉｅｌｄ｜Ｅｚ｜ａｌｏｎｇｔｈｅｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｓｙ＝０

８．２　ＫＫ光通信器件
８．２．１　时域ＫＫ关系

单边带信号ｕ（ｔ）＝ｕｒ（ｔ）＋ｉｕｉ（ｔ）的时域 ＫＫ

关系为［７８］：

ｕｒ（ｔ）＝－
１
π
Ｐ∫

∞

－∞

ｕｉ（ｔ′）ｄｔ′
ｔ－ｔ′ ， （９３）

ｕｉ（ｔ）＝
１
π
Ｐ∫

∞

－∞

ｕｒ（ｔ′）ｄｔ′
ｔ－ｔ′ ． （９４）

８．２．２　单探测器、单偏振ＫＫ接收机［７８８０］

入射到光探测器上的单边带信号可表示为

Ｅ（ｔ）ｅｘｐ（－ｉπＢｔ）＝Ｅ０＋Ｅｓ（ｔ）ｅｘｐ（－ｉπＢｔ），Ｅ０是
连续本征光信号幅度，Ｅｓ（ｔ）是频谱在±Ｂ／２之间
的复载波信号，当Ｅ０＞Ｅｓ（ｔ）时是最小相位信号，
其相位φＥ（ｔ）能够从光电流强度 Ｉ（ｔ）＝ｌｏｇ｜Ｅ０＋

Ｅｓ（ｔ）｜
２中唯一地提取出来，二者之间的ＫＫ关系

为：

φＥ（ｔ）＝
１
２π
Ｐ∫

∞

－∞
ｄｔ′ｌｇ｜Ｉ（ｔ′）｜

２

ｔ－ｔ′ ． （９５）

　　由此可得：

Ｅｓ（ｔ）＝｛Ｉ（ｔ槡 ）ｅｘｐ［ｉφＥ（ｔ）］－Ｅ０｝ｅｘｐ（ｉπＢｔ）．

（９６）

　　ＸｉＣｈｅｎ等人［８０］实现了２２０Ｇｂ／ｓ的基于 ＫＫ
接收机的光通信系统（图１０（ａ）），用 ＫＫ关系计
算光电流就能得到光场参数，单模光纤传输

１００ｋｍ无需色散管理，并降低了信号信号拍频干

图１０　（ａ）２２０Ｇｂ／ｓ单波长、单偏振、单探测器的基

于ＫＫ关系的直接探测系统；（ｂ）测量结

果［８０］

Ｆｉｇ．１０　（ａ）２２０Ｇｂ／ｓｄｉｒｅｃｔｄｅｔｅｃｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｂａｓｅｄｏｎ

ＫＫｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｗｉｔｈｓｉｎｇｌｅｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ，ｓｉｎｇｌｅ

ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄｓｉｎｇｌｅｄｅｔｅｃｔｏｒａｎｄ（ｂ）ｄｅｔｅｃ

ｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ［８０］
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扰（ＳＳＢＩ）５ｄＢ，如图１０（ｂ）所示，但其只用到一个
偏振态并且信号和载波之间的保护带太大。

８．２．３　偏振复用ＫＫ收发机［７９８０］

ＸｉＣｈｅｎ等人［８０］搭建了基于图１１（ａ）所示的
偏振复用（ＰＤＭ）收发机的 ４×２４０Ｇｂ／ｓＷＤＭ
ＰＤＭ１００ｋｍ的光通信系统，每一通道用 ＫＫ算法
独立地恢复出光场的两个偏振态分量，误码率

ＢＥＲ明显降低（如图１１（ｂ）所示）。

图１１　偏振复用 ＫＫ收发机［７９］：（ａ）原理图；（ｂ）实

验结果

Ｆｉｇ．１１　（ａ）Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍａｎｄ（ｂ）ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｍｕｌｔｉｐｌｅｘｉｎｇＫＫｔｒａｎｓ

ｃｅｉｖｅｒ［７９］

８．２．４　斯托克斯向量ＫＫ收发机［８１］

图 １２（ａ）为斯托克斯向量 ＫＫ收发机
（ＳＶＫＫ）的示意图，发射机产生了复双边带正交
幅度调制ＱＡＭ信号ＥｔＸ和Ｅ

ｔ
Ｙ。双偏振ＩＱ调制器

用来产生４Ｄ光信号。斯托克斯向量接收机 ＳＶＲ
对偏振复用 ＰＭＤ信号进行偏振解复用。定义
Ｓ２＝２Ｒｅ［Ｅ

ｔＸ
Ｄ＋ＣＥ

ｔＹ
Ｄ＋Ｃ

］和 Ｓ３＝２Ｉｍ［Ｅ
ｔＸ
Ｄ＋ＣＥ

ｔＹ
Ｄ＋Ｃ

］

分别为两个发射机信号（数据 ＋载波）相乘后的
实部和虚部，忽略噪声，偏振旋转可以恢复为：

｜ＥｔＸＤ＋Ｃ｜
２

｜ＥｔＹＤ＋Ｃ｜
２

Ｓ２
Ｓ















３

＝

ｍ１１ｍ１２ｍ１３ｍ１４
ｍ２１ｍ２２ｍ２３ｍ２４
ｍ３１ｍ３２ｍ３３ｍ３４
ｍ４１ｍ４２ｍ４３ｍ















４４

｜ＥｒＸ｜
２

｜ＥｒＹ｜
２

２Ｒｅ［ＥｒＸＤ＋ＣＥ
ｒＹ
Ｄ＋Ｃ

］

２Ｉｍ［ＥｒＸＤ＋ＣＥ
ｒＹ
Ｄ＋Ｃ















］

，（９７）

其中，ｍ１１，…，ｍ４４是１抽头实值，上式最右边的列
向量元素是ＳＶＲ的４个输出，上式的去旋转矩阵
可以由最小平均值平方（ＬＭＳ）适应或斯托克斯正
交训练样本得到。在得到｜ＥｔＸＤ＋Ｃ｜

２｜和｜ＥｔＹＤ＋Ｃ｜
２

后，就可以用ＫＫ探测来恢复复变量场：

Ｅ′ｔＸ
Ｅ′[ ]ｔ
Ｙ

＝
｜ＥｔＸＤ＋Ｃ｜ｅ

ｉＸ －ｍｅａｎ（｜ＥｔＸＤ＋Ｃ｜
２）

｜ＥｔＹＤ＋Ｃ｜ｅ
ｉＹ －ｍｅａｎ（｜ＥｔＹＤ＋Ｃ｜

２[ ]
）
ｅ－ｉπＢｔ，

（９８）
其中，可以由ｌｏｇ（｜ＥｔＤ＋Ｃ｜

２）／２希尔伯特变换的
虚部得到，Ｂ是由数字载波决定的上转换频率。
利用该技术实现了Ｃ波段８０ｋｍ单波长４８０Ｇｂ／ｓ
的ＰＤＭ１６ＱＡＭ信号传输，其保护带为 ６０Ｇ，如
图１２（ｂ）所示。

９　讨论及结论

　　法国数学家哈达玛有一句名言：在实数域中，
连接两个真理的最短路径是通过复数域，著名的

ＫＫ关系也许是对这句名言的最佳阐释。ＫＫ关
系虽然是一个可以不依赖于任何实际模型而存在

的纯数学关系，但其应用却涵盖了也许人类现在

都无法想象的广大领域。

ＫＫ关系反映的是一个复变量看似具有不同
涵义的实部和虚部之间的深刻联系，即实部在某

点（频率、时间、空间等等，也可以是多个自变量，

如Ｎ阶非线性ＫＫ关系的多角频率）的值由虚部
所有点的值共同决定，反之亦然。比如介质的复

折射率，其实部折射率表示光在介质中和在真空

中传输速度之比，而虚部的消光系数则表示介质

对光的吸收。入射光子在介质中会产生电子能

级、振动能级和转动能级跃迁并消耗自身能量形
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图１２　斯托克斯向量ＫＫ收发机［８０］

Ｆｉｇ．１２　ＳｔｏｋｅｓｖｅｃｔｏｒＫＫｔｒａｎｓｃｅｉｖｅｒ［８０］

成分子吸收光谱，同时使光速变慢。介质对某一

频率单色光子的吸收以及使该光子的传输速度变

慢，本质上是该频率的光子与所有频率处相应能

级共同作用的结果，这正是 ＫＫ关系对于介质复
折射率所表达的物理涵义。

虽然ＫＫ关系的导出不需要借助任何物理模
型，但它确实是物理实在的高度数学概括。ＫＫ
关系本质上是希尔伯特变换的一个特例，而希尔

伯特变换的最初定义是输入信号与物理上不可实

现的冲击响应１／πｔ的卷积，因此广义的希尔伯特
变换至少从现在来看仅仅是纯数学上的。

具有因果关系的平方可积函数，是希尔伯特

变换到ＫＫ关系的一座桥梁。平方可积函数代表
了一个连续的物理过程，而不具有因果关系的物

理量是不存在的。因果关系从哲学上来说，就是

有原因才会产生结果，结果不能发生在原因之前。

对于光学响应函数而言，连接两个不同时空点的

是光，因此信号传播速度不能超过光速的相对论

条件成为了因果关系的一个推论。可以看出，因

果关系在不同的物理实在中具有不同的表现形

式，如果对于声信号，那因果关系就会变成信号到

达之前不会产生声响应之类的语言，而对于量子

纠缠系统，至少在现在看来联系两个好像具有超

距作用的纠缠粒子之间的并非光子，因果关系的

具体形式还不得而知。

由于因果性条件的保证，ＫＫ关系理论上可
以应用到任何的物理实在中，比如已知的反射和

透射响应函数、复介电常数、复折射率、复电导率、

电阻抗、复磁导率、复原子散射因子、绝热压缩系

数、声折射率、单边带时域信号、空间ＫＫ介质、各
种非线性介质以及船舶动力学［８２］等等，可以想象

这只是 ＫＫ关系应用领域的冰山一角，所以人们
对它的研究至今仍如火如荼。ＫＫ关系的独特魅
力除了它优美的数学形式和普遍的物理内涵外，

它还带给了人们物理参数测量上的极大方便。比

如为了得到响应函数的相位需要相对复杂的技术

和系统，但根据 ＫＫ关系只需要简单测量消光谱
就可以方便地计算出来。

ＫＫ关系在应用中也有固有的不足，一般 ＫＫ
积分都是在０到∞之间，但实际能够测量的物理
模型或已知的变量范围（比如光谱的带宽）总是

有限的，这无疑会给计算结果带来截断误差，因而

就有了各种积分范围的外推方法。一类方法是用

一定的函数来逼近和代替积分范围之外的参数，

比如常数、幂指数或多项式等；另一类方法是根据

色散曲线的特点选择合适的积分限以使上下界的

截断误差相互抵消；还有一种方法是用微分的形

式，使得响应函数的消光谱在每个频点具有不同

的权重，在吸收峰处最大，而在上下界以外可以忽

略。另外，由于是特定频率的激发场引起了非线

性吸收的改变，因此其频谱比线性吸收谱窄的多，

在截断误差上具有天然的优势。

除了对积分限进行外推外，人们还发展了单

减和多减 ＫＫ关系，其核心思想是引入参数已知
的所谓锚点，锚点使得ＫＫ积分的收敛速度加快，
并有效地减小了截断误差，而且选取的锚点越多，

理论上截断误差越小。另外，还发展了响应函数

４９１ 　　　　中国光学　　　 　　　 第１２卷　



对频率微分的差分多减 ＫＫ关系，相位对频率的
微分正好是时间延迟，而时延的测量要比相位的

测量方便的多。

总之，ＫＫ关系简单形式背后蕴藏无限可能，
近百年来一直激励着人们不断地研究与探索，其

应用领域的不断扩展，截断误差的精心修正，锚点

方法的显著功效，大量实例的成功实施，好像它已

经不再有新意了，但其最新进展使人们重新认识

到，原来时域和空域也有 ＫＫ关系，ＫＫ关系也可
以通过构建空间色散介质来实现电磁隐身，也可

以用来构建光通信的重要器件和系统以简单的结

构实现更低误码率的信号传输。ＫＫ关系的这两
个全新发展方向，在为人们提供全新思路的同时，

也赋予了人们无比的信心，ＫＫ关系全新的概念
和应用正等待着我们去探索和发现。
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ＰｈｙｓｉｃａｌＲｅｖｉｅｗＬｅｔｔｅｒｓ，１９８１，４７（３）：１９７２００．
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